Kritische Phanomene in frustrierten Spin—Systemen:
Monte Carlo Simulationen auf
Gittern mit nicht ganzzahliger

Raumdimension

Diplomarbeit
Gunnar Priifiner
Freie Universitit Berlin
Fachbereich Physik
Institut fiir Theoretische Physik

Unter Betreuung von Prof. Dr. Klaus-Dieter Schotte und Dr. Damien Loison






Inhaltsverzeichnis

1 Grundbegriffe 5
1.1 Kritische Phinomene . . . . . . . . . ... ... oo 5
1.1.1 Phaseniibergdnge . . . . . . . . ... L 5
1.1.2 Phaseniiberginge im Magneten . . . . . .. ... ... ... ... .. 6

1.1.3 Kontinuierliche Phaseniibergénge zweiter Ordnung in magnetischen
Systemen: Kritische Exponenten . . . . . .. .. ... ... ..... 12
1.1.4 Die Skalengesetze . . . . . . . . ... 13
1.2 Mean-Field-Theorie . . . . . . . . . . .. . L 15
1.3 Das Landau-Ginzburg-Modell . . . . . . . .. .. ..o 17
1.3.1 Landauw Theorie . . . . . . . . .« .. 18
1.3.2 Gauf-Modell . . . . . . ... 22
1.4 Renormierungsgruppe . . . . . . . .o i ot i e e 24
1.4.1 Realspace-Renormierung . . . . . . . .. .. ... oo 24
1.4.2 Renormierungsfluft . . . . .. .. ... oo 29
1.5 Symmetrien und Universalitdt . . . . . . . ... ... Lo 0oL 31
151 OMm)/On—1) . ... 32
1.5.2 Kompliziertere Symmetrien . . . . ... ..o oL L 33
1.5.3 Das Stiefel-Modell . . . ... ... ... o 36
1.5.4 Symmetrien — Ubersicht . . . .. . ... ... .. .. .. ... .... 39
1.6 Losung des 2D-Ising . . . . . . . . . .. e 39
1.6.1 Exakte Losungen . . . . . . . . .. ... e 39
1.6.2 Approximative Lésung . . . . . . . ... ... ... 40
1.7 Kritische Exponenten — Ubersicht . . . . . . . . . .. ... ... ... .... 42
1.7.1 Kritische Exponenten in KT-Phaseniibergdnge . . .. ... ... .. 43
2 Numerische Methoden 45
2.1 Markov-Ketten . . . . . . . . . 45
2.1.1 Voraussetzungen fiir die Konvergenz . . . . . .. ... ... ... .. 46
2.1.2 Konvergenz . . . . . . ... e e e e e 47
2.2 Monte-Carlo-Algorithmen . . . . . . . ... ... L oL 50
221 Allgemeines . . . . . .. L e 50
2.2.2 Algorithmen . . . . . . . .. . 52
2.2.3 Erzeugung von Zufallszahlen . . . ... ... .. .. ... ...... 57
2.3 Fehlerrechnung: Der Jackknife. . . . . . ... ... ... .. ... 57
24 FSS . e 60
2.5 Dynamic scaling . . . . . . .. e 63

il



iv INHALTSVERZEICHNIS
3 Resultate 69
3.1 x/x-Methode . . . . . ... 69
3.1.1 Einfiilhrung zur Methode . . . . . . . ... .. ... L. 69

3.1.2 Anwendung auf 2D-Ising . . . ... .. ... 72

3.1.3 Anwendung auf 3D-Ising . . . . ... .. Lo, 75

3.2 Das Ising—Modell auf einem Sierpiniski—Teppich . . . . . . . . . . ... ... 7

3.2.1 Definition der Dimension . .. . . . ...
3.22 DasGitter. . . . ... ... ... .. ...
3.2.3 Statisches kritisches Verhalten . . . . . . .
3.2.4 Probleme des FSS und Ergebnisse . . . .
3.2.5 Dynamisches kritisches Verhalten . . . . .
3.2.6 Simulationen . . ... ... ........

3.2.7 Berechnung des Fehlers der Exponenten

3.2.8 Zusammenfassung . . ... ... ... ..
3.3 Das V3 o-Stiefel-Modell auf fraktalen Gittern . .
3.3.1 Motivation und Stand der Forschung . . .
3.3.2  Algorithmen und simulierte Gréfen . . . .
3.3.3 Ergebnisse bei dy =2.9656--- . . .. ..
3.3.4 Ergebnisse bei dy =2.5--- . . ... ...
3.3.5 Zusammenfassung und Kritik . . . .. ..
3.4 Zusammenfassung und Ausblick . . . ... .. ..

Danksagung
Anhang

A Heatbath-Algorithmus fiir XY-Spins

A1l Einleitung . . .. ... ...
A2 Numerische Realisierung . . . . . . .. ... ...

B Jackknife: Verallgemeinerte Niherungen

B.1 Einleitung . ... .. ... ... ...
B.2 Schétzer fiir ein Polynom . ... ... ... ...
B.3 Schitzer fiir einen Bruch . . . . . ... ... ...
B.4 Schatzer fiir die Varianz eines Polynoms . . . . .
B.5 Schétzer fiir die Varianz eines Bruchs . . . . . . .

C 9s(M); = (M)i(E); — (ME); ?

C.1 Einleitung . . . . . . . .. ...
C2 Beweisidee . . . . . . . . ... .. ... ...,

Literaturverzeichnis

115

117

117

............... 117
............... 118

121

............... 121
............... 121
............... 123
............... 124
............... 125

135

Beilage 1: Artikel A new approach to critical exponents in phase-transitions

of spin-systems

Beilage 2: Artikel Monte Carlo Simulation of a Ising Model on a Sierpirnsk:

Carpet



Vorwort

Es ist wohl angebracht, fiir den Umfang der vorliegenden Arbeit um Nachsicht zu bitten.
Die Arbeit stellt die Zusammenfassung der Ergebnisse dar, die innerhalb von etwa 18 Mona-
ten erarbeitet wurden. Das Verfassen dieser Arbeit selbst ist wahrenddessen moglicherweise
zu sehr in den Hintergrund getreten, oder anderes gesagt: Im Vordergrund stand in dieser
Zeit, einen kleinen aber brauchbaren Beitrag zur aktuellen Forschung zu leisten. Bereits
wahrend dieser 18 Monate wurden zwei Artikel verfafst, die beide zur Veréffentlichung ein-
gereicht sind (Physica A, akzeptiert am 29.02.2000 und Phys. Rev. B) und dieser Arbeit
beiliegen sollten. Dariliberhinaus wird ein dritter Artikel die Ergebnisse der Untersuchung
des V3 o-Stiefels auf fraktalen Gittern zusammenfassen, er liegt bisher jedoch nur in der
Rohfassung vor. Da diese Ergebnisse auf einigen methodischen Neuerungen beruhen, die
von Herrn Loison entwickelt und vom Autoren ergénzt wurden (Ansatz in Anhang C), wird
sich die Zahl der Publikationen, die sich gewissermafien in dieser Arbeit zusammenfinden,
aller Voraussicht nach auf vier belaufen.

Daneben mag manches scheinbar etwas zu ausfiihrlich geraten sein, so beispielsweise
im Anhang. Die Motivation dabei war, den Gebrauchswert dieser Arbeit zu erhthen und
in diesem Rahmen einige Ergebnisse zu fixieren und zu verhindern, bestimmte Konzepte
immer wieder neu erfinden zu miissen und Fehler zu wiederholen. Aus dem gleichen Grund
wurde mit Referenzen nicht gespart.!

Sicherlich wird manchen Leser der sehr freiziigige Gebrauch englischer Begriffe? im
deutschen Text storen. Es gibt bei einer beachtlichen Zahl der verwendeten Begriffe ganz
bestimmt mehr oder weniger gebriuchliche deutsche Alternativen. Uber die Richtigkeit und
Wichtigkeit der Verwendung der einen oder der anderen kann man die eine oder andere
Uberzeugung haben. Im konkreten Fall dieser Arbeit, bei der praktisch simtliche Literatur
auf englisch vorliegt und die iiberwiltigende Mehrheit aller Diskussionen und Gespréche
wahrend der 18 Monate auf englisch gefiihrt wurde, gibt es fiir den intensiven Gebrauch
der englischen Sprache immerhin einen Anlaf.

!Um Miftverstindnissen vorzubeugen, ist es wahrscheinlich wichtig zu betonen, daff die zitierten Artikel
in drei etwa gleich groffe Klassen zerfallen: a) Vollstdndig oder groftenteils gelesen, b) in wichtigen Teilen
gelesen, c) blofe Referenz

2Fremdsprachige Bergriffe und Eigennamen sind im folgenden kursiv geschrieben.






Einleitung

Phaseniiberginge der Form O(n)/O(n—1) sind in der Theorie sehr gut verstanden. Fiir das
einfachste Modell mit einer Ordnung bei endlichen Temperaturen, dem Ising-Modell [1],
liegen sogar exakte Losungen vor [2, 3]. Kompliziertere Modelle, wie etwa der dreidimen-
sionale Heisenberg-Magnet werden vor allem mit Mitteln der Renormierungsgruppe (RG)
behandelt. Die vorliegende Arbeit steht im Kontext der Renormierungsgruppe insofern,
als dafs sie ein Modell untersucht, das innerhalb der Renormierungsgruppe zu teilweise wi-
derspriichlichen und umstrittenen Ergebnissen gefiihrt hat [4, 5, 6, 7]. Das Stiefel-Modell
besitzt einen Phaseniibergang der Form O(n)/O(n — 2) und sollte bei bestimmter Wahl
von n und entsprechender Wahl der Raumdimension d einen Phaseniibergang zweiter Ord-
nung zeigen, der zu einer neuen, der chiralen Universalitidtsklasse [4] gehort. Bei n = 2
wurde auf fraktalen Gittern mit Raumdimension dy =~ 2.97 und dy = 2.5 simuliert und
die Phaseniibergidnge und kritischen Exponenten untersucht.

Im ersten Kapitel werden zunéchst die theoretischen Grundbegriffe vorgestellt. Darauf
folgt ein Kapitel iiber einige grundlegende numerische Methoden. Im letzten Kapitel sind
dann die Ergebnisse der Arbeit zusammengefat. Es sei vorweggenommen, daf am Ende
keine endgiiltige oder eindeutige Antwort auf die zentrale Frage gegeben werden kann, von
welcher Ordnung der Phasentibergang bei dy = 2.5 ist. Die Resultate sind jedoch sehr
spannend auch und vor allem hinsichtlich methodischer Gesichtspunkte.






Kapitel 1

Grundbegriffe

Die folgenden theoretischen Grundbegriffe stellen den Kontext dar, in den sich die vor-
liegende Arbeit eingliedert. Auf eine dariiber hinausgehende, detailierte Darstellung der
Theorie der kritischen Phénomene wird verzichtet, da sie den Rahmen dieser Arbeit spren-
gen wiirde und es sich im wesentlichen um Lehrbuchwissen handelt [8, 9, 10, 11, 12, 13|.

Es sei zu Beginn dieses Kapitels betont, daf sich die gesamte Arbeit ausschliefslich mit
kritischen Phénomenen in klassischen Systemen befaft.

1.1 Kritische Phanomene

Etwas oberflichlich betrachtet bezeichnet der Begriff  kritische Phinomene‘ solche physi-
kalischen Vorginge, die abrupt vor sich gehen und zu abrupt anderem Verhalten fiihren.
Allgemein lassen sich alle Vorgénge, denen Potenzgesetze zugrundeliegen als kritisch
bezeichnen [14]. Potenzgesetzen kommt eine so herausragende Rolle zu, weil sie ein ska-
lenfreies Verhalten beschreiben: Hingt eine Grofe von der Potenz einer anderen ab, so
dndert sich daran bis auf einen Vorfaktor nichts, wenn die Skalen einer der beiden Groéfsen
verdndert werden; das Verhalten bleibt auf allen Skalen dasselbe und die Graphen des Funk-
tionsverlaufes lassen sich durch lineare Transformation der Skalen ineinander iiberfiihren.
Es ist Gegenstand der Theorie der kritischen Phénomene dieses Verhalten zu untersuchen.

1.1.1 Phaseniiberginge

Neben anderen Prozessen umfaft die Theorie der kritischen Phdnomene vor allem Phasen-
tiberginge. Sie sind dadurch gekennzeichnet, daf sich der noch zu definierende Ord-
nungsparameter, unter bestimmten Bedingungen, ndmlich am kritischen Punkt, dra-
stisch verdndert oder aber dort iiberhaupt erst sinnvoll zu definieren ist, wie etwa bei der
Dichtedifferenz zweier Phasen. Mit der abrupten Anderung des Ordnungsparameter ist
eine Singularitét in einem thermodynamischen Potential verbunden [9].

Nach der Ehrenfest’schen Klassifizierung (siehe in [15] den Verweis auf [16]|) der Phasen-
iibergédnge wird ein Phaseniibergang nter Ordnung durch die Diskontinuitéit der nten Ab-
leitung der Gibbs freien Enthalpie nach der Temperatur definiert, wihrend alle kleineren
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Ableitungen stetig bleiben:

aan;fnl , (?;;ff ) fiirm <n (1.1)

3(;;51 = ag;)i2 . firm <n (1.2)
1 1

artly * ol 03
8;pGnl T 7 aBpG"2 T (1.4)

G hingt zunichst wie in der Thermodynamik der Gase und Fliissigkeiten von den natiirli-
chen Variablen T und p abhéngt. Hier und im folgenden sei die Teilchenzahl N konstant.
G1 bzw. G5 beziehen sich auf die erste bzw. zweite Phase.

Die heute gebrduchliche Klassifizierung weicht von der Ehrenfest’schen ab: Zum einen
werden nicht nur Diskontinuitdten sondern vor allem Divergenzen beobachtet und unter-
sucht, zum anderen wird bei den Ubergingen héheren Ordnung nur noch von ,kontinuier-
lichen Phaseniibergéingen“ gesprochen [11, 9, 17].

Der Unterschied zwischen den beiden Formen des Phaseniiberganges 14t sich am deut-

lichsten veranschaulichen, wenn man die Entropie des Systems betrachtet, S = g—g‘ . Sie

ist markanterweise beim Phaseniibergang erster Ordnung diskontinuierlich, wahrend sie
bei kontinuierlichen Phaseniibergéngen stetig bleibt. Direkt mit diesem Umstand verbun-
den ist das Auftreten einer latenten Wérme [18] beim Phaseniibergang erster Ordnung,
AQ = TyAS. Dabei bezeichnet Ty die Temperatur, bei der der Sprung auftritt. Die
Bezeichnung ,kritische Temperatur® T, soll den kontinuierlichen Phaseniibergénge vorent-
halten sein.

Im Vordergrund dieser Arbeit steht die Auseinandersetzung mit kontinuierlichen
Phaseniibergéingen, genauer Phaseniiberginge zweiter Ordnung, wihrend solche erster
Ordnung nur identifiziert, jedoch nicht weiter charakterisiert wurden.

1.1.2 Phaseniiberginge im Magneten

Fiir die weitere Erorterung ist es sinnvoll, von den in der Klassifikation der Phaseniiber-
ginge verwendeten Zustandsvariablen p und 7" zu den Variablen H und T iiberzugehen.
Die Umschreibung p — —H und entsprechend V' — M erscheint etwas unnatiirlich, da
zwar H wie p eine intensive Zustandsgréfe darstellt und M wie V eine extensive, jedoch
dann das totale Differential der inneren Energie dU = TdS + HdM werden wiirde. Das
wiirde bedeuten, daf die innere Energie die Energie des duferen Feldes mitenthielte, was
einer natiirlichen Sichtweise zuwiderlduft [9]. Man ersetzt daher p - M und V' — H, so
daf

dU = TdS — MdH . (1.5)

Diese Definition ist wie angedeutet nicht zwingend und daher auch nicht iiberall anzutref-
fen, so zum Beispiel nicht in [10].

Von (1.5) ausgehend werden nun alle weiteren thermodynamischen Potentiale definiert.
Im Vordergrund steht dabei die Freie Energie, aus der sich die anderen Gréfen am elegan-
testen herleiten lassen. Sie soll zunéchst fiir ein kanonisches Ensemble formuliert werden.
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In einem diskreten System laft sich Zustandsumme Z schreiben als
Z=) ehb | (1.6)
m

Die Summe erfolgt iiber alle méglichen Zusténde p des Systems, wobei E,, die Energie des
Mikrozustands p bezeichnet und § = 1/kgT. Der Erwartungswert einer Observablen A
ist dann der Boltzmann-gewichtete Mittelwert:

1
== > Aue B (1.7)
u

wobei A, den Wert der Observablen A bezeichnet, wenn sich das System im Mikrozustand
u befindet. Die innere Energie U ist dann der Erwartungswert der Energie:

> E e PEw
U=(E) = W (1.8)
7

oln(Z
. 8(ﬁ ) (1.9)

Mit g—g = Ta—s‘ kann man integrieren und erhalt

oln(Z

S = —kpp g; ) {kpin(z) . (1.10)

wobei die auftretende Integrationskonstante durch den dritten Hauptsatz beseitigt wird.
Wegen F =U — TS ist dann

F=—kTIn(2) , (1.11)

woraus man wiederum die niitzliche Beziehung

OF , 0 F

0 0 F 0o F
_ p=-Yz_ -2 1.1
(E) 0" ~ 48T oT T (1.13)

erhalt.

Wie bereits oben angegeben sind Phaseniiberginge zweiter Ordnung im strengen Eh-
renfest’schen Sinne durch eine Diskontinuitét in den zweiten Ableitungen der Gibbs Freien
Enthalpie G definiert. Mit den hier angegebenen Umschreibungen ist nun jedoch die Freie
Energie zu betrachten. Es ist dann definitionsgeméf das Divergieren der folgenden Grofien
zu erwarten:

1 90(E 1 0%F
= = ifisch ) 1.14
cH vV aT ‘H v 912 ‘H spezifische Warme (1.14)
O(M) 1 0°F e
— | = 1 1.1
X oI ‘T VGHQ‘T Suszeptibilitét (1.15)
wobei
1 OF .. .
(M) = ~VoH T Magnetisierungsdichte (1.16)
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Die rechte Seite der ersten Zeile ergibt sich automatisch aus dFF = —SdT' — MdH und
(E) =U = F +TS. Die Magnetisierung bzw. die Magnetisierungsdichte sind bisher nicht
erklart worden. Sie treten explizit erst in (1.22) auf. Aufgrund der der Definitionen (1.11)
und (1.6) liegt es jedoch nahe, daf sie linear in die innere Energie eingeht.

Die Vorfaktoren % machen die Freie Energie zur Freien Energiedichte. Ublicherweise
unterscheidet man nicht zwischen Magnetisierung und Magnetisierungsdichte; es ist selbst-
verstandlich, dafs alle extensiven Gréfen in sinnvoller Weise auf die Zahl der Teilchen
normiert sein miissen. Auch auf die Unterscheidung zwischen M und (M) sowie E und
(E) wird gemeinhin verzichtet.

Mit (1.11) und (1.6) lassen sich unter Verwendung von (1.7) die Definitionen sofort
durch héhere Momente ausdriicken:

1

cu = (B~ (B (1.18)
X = kBiT<<M2>—<M>2) . (1.19)

Beide Gleichungen sind Ausdruck der linear response oder des Fluktuation—
Dissipationstheorems. Beide Begriffe haben ihren Ursprung darin, dafs die beiden Aus-
driicke (1.18) und (1.19) anzeigen, wie das System auf kleine Stérungen von aufen im
ersten, dem linearen Term einer Entwicklung, reagieren. (1.18) und (1.19) bedeuten, daf
die ,Antworten” in Energie bzw. Magnetisierung proportional zur Stirke ihrer Fluktua-
tionen sind.

Das Gitter

Nachdem die makroskopischen thermodynamischen Gréfen definiert wurden, muft das Sy-
stem erklart werden, auf dem sie leben.

Kritische Ph&nomene in magnetische Systeme werden iiblichweise auf Gittern, also mit
lokalisierten magnetischen Momenten, betrachtet, auch wenn es einige prominente Beispie-
le fiir den Bandmagnetismus mit itineranten Momenten gibt, wie Eisen, Kobalt oder Nickel
[19]. Im Prinzip kommen beliebige Gitter in Frage. Das einfachste ,Gitter* ist die Spinkette
mit Raumdimension d = 1, wie sie in Abb. 1.1 links dargestellt ist. Die schwarzen Kreise
sollen dabei die lokalisierten magnetischen Momenten, die Spins, darstellen, die Verbin-
dungslinie einen Wechselwirkungspfad oder bond. In Abb. 1.1 rechts ist das einfachste
zweidimensionale Gitter dargestellt. Ublicherweise sind die Gitter translationsinvariant,
wie in Abb. 1.2 und Abb. 1.3 links. In Abb. 1.3 rechts ist mit einem Ausschnitt der
Penrose-Parkettierung [20, 21| ein nicht-translationsinvarianter Fall dargestellt (bei dem
daneben auch nicht alle néchsten Nachbarn wechselwirken, sondern andere Paare).

Reichweite der Wechselwirkung

In den Darstellungen 1.1-1.3 sind die Pfade miteingezeichnet, {iber die die Spins mitein-
ander wechselwirken. Die Reichweite dieser Wechselwirkung spielt eine wesentliche Rolle.
Man unterscheidet dabei langreichweitig, kurzreichweitig und endlich oder diskret.
Bei kurzreichweitigen Wechselwirkungen féllt die Wechselwirkungsenergie mit dem Ab-
stand 7 wie r~(@t9) wobei ¢ > 2 oder exponentiell [22, 23|, wie dies beispielsweise fiir
die Austauschwechselwirkung der Fall ist. Langreichweitige Wechselwirkungen, d.h. ¢ < 2
fihren zu einem génzlich anderen kritischen Verhalten und werden im folgenden nicht
weiter betrachtet; mit ¢ = —1 ist die Coulomb-Wechselwirkung prominentester Vertreter
langreichweitiger Wechselwirkung. Eine endliche Wechselwirkung hingegen endet bei einem
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Abbildung 1.1: Verschiedene Gitter I: Links die Spinkette (d = 1), rechts das Quadrat-
gitter (d = 2)

AVAVAVAVAVA
AVAVAVAVAVAVA
VAVAVAVAVAVAV

AVAVAVAVAVAVA
VAVAVAVAVAVAVY
\VAVAVAVAVAV

Abbildung 1.2: Verschiedene Gitter II: Links das Dreiecksgitter, rechts die Bienenwabe
(Honeycomb)

bestimmten Abstand. Sie wird gelegentlich auch ,ultralokaleé‘ Wechselwirkung genannt.
Die in dieser Arbeit dargestellten Modelle haben ausschlieflich endliche Wechselwirkun-
gen, die sich auf den néchsten Nachbarn beschrénken, d.h. kiirzestmdglich sind.

Der Hamiltonian

Fiir die Wechselwirkung zwischen den Spins lassen sich beliebig komplizierte und auch
Mehrteilchen-Wechselwirkungen ansetzen. Ublicherweise nimmt man auf dem Gitter je-
doch JS;S; an, wobei der n-dimensionale Vektor S; die Magnetisierung des sten Spin im
System bezeichnet und J die Wechselwirkung parametrisiert. Dafs dieser Wechselwirkung
die Austauschkopplung zugrundeliegt, ist dabei fiir das Modell nicht weiter von Bedeutung.
Damit 188t sich der Hamiltonian, d.h. die innere Energie notieren:

H=—J> SiS; . (1.20)

.nn.j
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T
’:‘i’%’i’?\’;ﬁy
oo
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\g;‘f.,"l!

Abbildung 1.3: Verschiedene Gitter III: Links das Kagomé-Gitter, rechts ein Ausschnitt
einer Penrose-Parkettierung

Dabei bedeutet ¢.nn.j, dak die Summe iiber alle Paare néchster Nachbarn 1duft, also Wech-
selwirkung nur zwischen zwei benachbarten Spins herrschen soll. Der Vektor des iten Spins
S; mufs jedoch noch in seiner Linge beschriankt werden, um die Minimierung der Freien
Energie zu ermdglichen. Ublicherweise setzt man |S;| = 1. Bisher wurde die Dimension des
Spins n nicht néher spezifiziert. Setzt man n = 1 und daher S; € {—1, 1}, so bezeichnet
man die Spins auch als Ising-Spins. Mit n = 2 erhélt man XY-Spins oder einen plane
rotator mit n = 3 Heisenberg-Spins.

Man erkennt an (1.20), daf fiir J > 0 die Parallelstellung der Spins, d.h. eine ferroma-
gnetische Ordnung energetisch favorisiert ist. Fiir J < 0 ist hingegen eine antiparallele,
antiferromagnetische Stellung bevorzugt. Da ein geordneter Zustand offenbar eine ge-
ringere Entropie als ein ungeordneter oder paramagnetischer Zustand hat, tritt die lang-
reichweitige Ordnung erst ein, wenn das System tief genug abgekiihlt ist. Diese Phase
wird auch Tieftemperaturphase, abgekiirzt LTP, genannt, die paramagnetische, also unge-
ordnete oder symmetrische Phase entsprechend Hochtemperaturphase, HTP. Die Ordnung
des Systems wird durch den Ordnungsparameter charakterisiert. Der Ordnungsparame-
ter wird in allen Féllen eine dem Problem angepafte Definition der Magnetisierung sein.

Im einfachsten Fall ist die Magnetisierung M definiert als die Summe aller magnetischen
Momente:

M=)"S; . (1.21)

Da jedoch die Wechselwirkung zwischen Spins invariant ist gegen die Rotation der beiden
Partner, erhilt in der Zustandssumme jede Magnetisierungsrichtung das gleiche statistische
Gewicht. Der Erwartungswert der Magnetisierung, (M) verschwindet daher. Wird der
Hamiltonian jedoch um die Wechselwirkungsenergie mit dem duferen Feldes H erweitert

H=-J) 88;—-HM |, (1.22)

1.nNn.J

wird auch die Magnetisierung feldabhéngig und die gesuchte spontane Magnetisierung
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M; und damit der Ordnungsparameter lassen sich definieren als [24, 25|

p—04

wobei die Richtung des Feldes Hy fest vorgegeben ist und mit pu nur seine Stéirke variiert
wird. Es ist iiblich diese feine Unterscheidung zwischen Magnetisierung und spontaner
Magnetisierung nicht zu machen und man verwendet M als Bezeichnung fiir die spontane
Magnetisierung. Dariiberhinaus bleibt auch die spontane Magnetisierung in endlichen
Systemen ohne duferes Feld symmetrisch verteilt. Erst der thermodynamische Limes, d.h.
der Ubergang zu unendlich ausgedehnten Systemen ermdglicht eine Symmetriebrechung,
die spontane Symmetriebrechung oder spontaneous symmetry breaking im
Ordnungsparameter, die kennzeichnend fiir einen Phaseniibergang ist.

Uberraschenderweise findet man fiir die unendlich ausgedehnte Spinkette, wie sie in
Abb. 1.1 links dargestellt ist, keine spontane Magnetisierung bei endlichen Temperaturen.
Dies lafst sich jedoch leicht verstehen, wenn man fiir die periodisch geschlossene endliche
Kette eingehender untersucht [8]: Angenommen, es hétte sich eine ferromagnetische Ord-
nung eingestellt, so wiirde das Umklappen eines beliebig langen Abschnitts der Kette bei
einem Hamiltonian der Form (1.22) die Energie 4J kosten. Die Entropie der Umgebung
wiirde demnach um 4J/T abnehmen. Gleichzeitig gibt es fiir die Lage des Abschnitts
N(N — 1) Moglichkeiten, wenn die Kette N Pldtze hat, d.h. die Entropie wiirde sich um
~ 2kp In(N) erhohen. Das bedeutet jedoch, daf fiir jede Temperatur ein N existiert, so
daf das Umklappen eines ganzen Abschnittes des Ringes zu einem Entropiezuwachs fiihrt.
Der Ising-Ring ordnet deshalb nicht bei endlichen Temperaturen und hat daher keinen
Phaseniibergang bei T' # 0.

Das zweidimensionale Ising-Modell, kurz 2D-Ising, bei dem auf einem Quadratgitter
die Spins miteinander wechselwirken, wie in Abb. 1.1 rechts dargestellt, besitzt hingegen
eine endliche Ordnungstemperatur. Es wird am Ende dieses Kapitels ndher erldutert.

Mermin—Wagner-Theorem und Kosterlitz—Thouless Phaseniiberginge

Untersucht man nun Phaseniiberginge in zweidimensionalen Systemen mit zwei- und
hoherdimensionalen Spin, also fiir d = 2 und n > 2, so findet man, daf sich bei endli-
chen Temperaturen und kurzreichweitiger Wechselwirkung keine Ordnung einstellt. Jede
Ordnung wird von Spinwellen, den Magnonen beliebig kleiner Anregungsenergie wieder
zerstort. Dieses Theorem heift Mermin—Wagner—Theorem [26]; die Originalarbeit be-
faft sich zwar mit Phaseniibergdngen von Heisenberg-Magneten, d.h. n = 3, jedoch in
quantisierten Systemen. Solche Systeme lassen sich klassisch als n — 1-dimensional auffas-
sen. 1973, sieben Jahre nach Erscheinen des Artikels von Mermin und Wagner, zeigten Ko-
sterlitz und Thouless, dak es im 2D-XY-Modell dennoch zu einem Phaseniibergang kommt
[27, 28, 29, 30]. Die dabei beobachtete Ordnung ist nicht eine magnetische Ordnung im
herkdmmlichen Sinne und stellt daher auch nicht die Ergebnisse von Mermin und Wagner
in Frage. Es handelt sich beim Kosterlitz- Thouless-Phaseniibergang (KT) vielmehr
um einen Phaseniibergang durch eine ,langreichweitige topologische Ordnung* [31]. Ei-
ne zentrale Rolle spielen dabei Paare von sog. Vortices und Antivortices, die bei tiefen
Temperaturen binden. Das Modell bleibt in der gesamten Tieftemperaturphase kritisch.

Es ist also falsch, das Mermin—Wagner—Theorem als Verbot von Phaseniibergéngen auf-
zufassen. Daneben ist es auf kurzreichweitige Wechselwirkung beschrankt, da langreichwei-
tige Wechselwirkung sogar eine spontane Magnetisierung im eindimensionalen Ising-Modell
bewirken kann [32].
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1.1.3 Kontinuierliche Phaseniiberginge zweiter Ordnung in magneti-
schen Systemen: Kritische Exponenten

Néhert sich das System seinem kritischen Punkt, d.h. werden die duferen Parameter,
hier H und T, entsprechend eingestellt, so divergieren dort typischerweise die zweiten
Ableitungen mit Potenzgesetzen:

e o« |T—T)™® T#T, T—T,und H=H, (1.24)
X x |[T-T,/|7" T#7T,, T —T,und H=H, . (1.25)

T. und H. bezeichnen dabei die kritische Temperatur bzw. das kritische Feld am kritischen
Punkt. Im Standardfall ist H. = 0.

Wegen x o< ((M?) — (M)?) (1.19) bedeutet das Divergieren von x gleichzeitig das
Divergieren der Varianz von M und damit das Auftreten beliebig grofter Fluktuationen von
M im Ensemblemittel. Dies ist ein wesentliches Merkmal von Phaseniiberginge zweiter
Ordnung: Die Fluktuationen werden beliebig grof und zwar sowohl im Raum als auch im
Ensemblemittel. Im Rahmen der linear-response heifst es: die Antworten divergieren.

Neben diesen Divergenzen gibt es in der ferromagnetischen Phase eine nicht verschwin-
dende spontane Magnetisierung. Auch sie ist in der Ndhe des Phaseniiberganges nicht-
analytisch und héngt vom &ufieren Feld ebenfalls mit einem Potenzgesetz ab:

M « |T-TJ° T<T.,T—T.und H=H, (1.26)
M « HY T=T,und H— H, (1.27)

Diese vier Gleichungen (1.24) - (1.27) sind die Definitionsgleichungen der kritischen Expo-
nenten «a, 3,y und 4.

Um eine logarithmische Singularitdt mit einzuschlieffen, notiert man fiir ¢z auch cyg
a T - T,|7%, da lim,_,o+ a1 (z% — 1) = In(x).

Weitere kritische Exponenten lassen sich iiber die Korrelationsfunktionen definieren.
Die Zwei-Punkt-Korrelationsfunktion ist definiert als

G3(i,5) = (S:S;) (1.28)

Diese Funktion soll einen Zugang zur Korrelation der beiden Spins am Ort ¢ bzw. j bieten.
In der ferromagnetischen Phase, wenn im gesamten Gitter eine Spinrichtung vorherrscht,
mifst die Funktion jedoch nicht mehr allein die Korrelation. Man berechnet daher die

verbundene Korrelationsfunktion G (4,9)
GE (i, 7) = (SiS;) — (Si)(8y) - (1.29)

Wenn das Gitter isotrop und homogen ist, hingen beide Funktionen nur vom Abstand der
beiden betrachteten Spins ab und es wird:

GO (r; —rj]) = (S:iS;) (1.30)
GA(ri—1jl) = (SiS;) —(8)% , (1.31)

wobei r; den Ort des sten Spins im Gitter bezeichnet. Bildet man die Fouriertransformierte
dieser Grofe G, findet man mit (1.19) bis auf Vorfaktoren

x =BG (k =0) . (1.32)
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In der Nihe des kritischen Punktes beobachtet man fiir die Korrelationsfunktion

G&Z) (r) x rd—;ﬂn T =T., H= H, und r ausreichend grof§
el (r) « e /¢ T#T, T— T, H= H, und r ausreichend grof
wobei
¢ x |T —T| ¥

Die Korrelationslidnge ¢ ist die charakteristische Lange des Systems. Divergiert sie, so
ist das Verhalten des System auf allen Langeskalen dasselbe, es wird skaleninvariant. In
der Tat beobachtet man am kritischen Punkt Cluster gleicher Magnetisierungsrichtung auf
allen Langenskalen, wihrend in der Hochtemperaturphase kleine Cluster, in der Tieftempe-
raturphase grofe Cluster dominieren. Das Auftreten von Clustern auf allen Léngenskalen
ist nichts anderes als das Auftreten beliebiger rdumlicher Fluktuationen des Ordnungs-
parameters.

Die hier angegebenen Divergenzen sind nur eine erste Niherung. Ublicher ist eine
Darstellung der Form

XX [T =T, "1+ a1|T —Tc|* + ao|T —Tc|? +---) . (1.33)

Den ersten Korrekturterm bzw. den Exponenten w; nennt man correction to scaling
[33]. Da er in diesem Kapitel nicht weiter diskutiert wird, sei vorweggenommen, daf die
correction to scaling aus dem absolut groften, also betraglich kleinsten, negativen Expo-
nenten y; (1.106) stammt. Im zweidimensionalen Ising—Modell bleiben die Korrekturen
analytisch, die w; sind also ganzzahlig (s. 3.1).

Kritisches Verhalten in endlichen Systemen

In endlichen Systemen konnen keine Divergenzen der Fluktuationen auftreten, erst recht
nicht wenn sie numerisch bestimmt werden. In der Nahe der kritischen Temperatur be-
obachtet man daher statt eines Peaks ein endliches, abgerundetes Maximum in Abb. 1.4
gestrichelt dargestellt. Wenn das untersuchte Systeme problemlos skalierbar ist, 14#t sich
recht gut bestimmen, ab wann diese sog. finite—size—Korrekturen (FS-Korrekturen) oder
das finite size scaling (FSS) wichtig sind: Sie spielen offenkundig dann eine Rolle, wenn
das Verhalten der beiden Systeme, des urspriinglichen bzw. des vergroflerten, voneinander
abweichen. Berechnet man gleichzeitig die Korrelationslénge findet man typischerweise,
daR das Verhalten keine Korrekturen zeigt, sofern 6¢ < L' [34], was mit der natiirlichen
Forderung ¢ <« L korrespondiert. Da FSS die Grundlage der gleichnamigen Methode
innerhalb der Numerik darstellt, wird sie im Kapitel (2.4) eingehender diskutiert.

Abb. 1.4 zeigt die Namen der verschiedenen ,Abschnitte‘ typischem kritischen Ver-
haltens. Dabei bezeichnet ,CO* crossover— oder UbergangsVerhalten. Weit entfernt
von der kritischen Temperatur zeigen viele Systeme, wie etwa das 3D-Ising-Modell [35],
wieder klassisches Verhalten (in der Zeichnung ,MF“) und vorausgesetzt die o.g. thermo-
dynamischen Grofen wie Suszeptibilitdt und spezifische Wérme lassen sich noch durch ein
Potenzgesetz darstellen, so sind die Exponenten dort ebenfalls die klassischen [36].

1.1.4 Die Skalengesetze

Zwischen den sechs kritischen Exponenten, «, 3,7, d,n und v gelten allgemeine Beziehun-
gen, die Skalengesetze. Sie wurden zunichst als Skalenrelationen hergeleitet (s. [10]).

'Der Faktor 6 soll hier nur als handliche Faustregel dienen und gilt selbstredend nicht in jedem System.
Er héngt auflerdem natiirlich davon ab, mit welcher Genauigkeit der thermodynamische Limes betrachtet
werden soll.
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LTP N HTP

C

Okritischg 'FSS  |CO| kritisch CO MF

Abbildung 1.4: Die Bezeichnungen fiir die verschiedenen Abschnitte eines Systems in der
Nahe des kritischen Punktes. LTP: Tieftemperaturphase; HTP: Hochtemperaturphase; CO:
Crossover; FSS: Finite size scaling; MF: Mean-Field-artiges, klassisches Verhalten

Diese Relationen werden mit der Skalenhypothese, die zuerst von Widom formuliert
wurde [37, 38], zu Skalengleichungen. Die Hypothese, daf die Freie Energie F eine ver-
allgemeinerte homogene Funktion in ¢ = (T' — 1) /7. und H ist, wird durch die Renor-
mierungsgruppe (RG) bestdtigt [39]. Im folgenden sollen die beiden Skalengesetze von
Rushbrooke und Widom erortert werden.

Es wird angenommen, der singulire Teil der Freien Energie fs(t,h) sei eine verallge-
meinerte homogene Funktion der folgenden Form:

\ h/h0
fs(t,h) = [t/to] " ®<W> : (1.34)
Dabei ist
t=(T-T¢)/T. (1.35)

ein Maf fiir die Temperatur und h ein Maf fiir das duflere Feld, #y und hg sind die sog.
Skalenfaktoren. Die spezifische Wérme ist proportional zu % g daher
d

a=2—-— . 1.36
" (1.36)

Fiir die spontane Magnetisierung %‘ ergibt sich
¢

_ d—yn
8= ” (1.37)

und iiber die Suszeptibilitét %

t
. 2yh —d
7 Ut

(1.38)
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Fiir die Abhéngigkeit der Magnetisierung vom duferen Feld ergibt sich

§=_Ih_ (1.39)

Da alle genannten Exponenten nur von g; und gy, abhingen lassen sich nun zwei unab-
héngige Gleichungen schreiben,

a+208+v = 2 Rushbrooke-law [13] (1.40)
B(6—1) = ~ Widom-law [13] . (1.41)

Die zwei noch fehlenden Skalengesetze von Fisher und Josephson stehen in Zusammen-
hang mit der Korrelationsfunktion, was hier jedoch nicht genauer betrachtet werden soll.
Die beiden Gesetze lauten

vd = 2—a«a Josephson-law[40, 41] (1.42)
v = v(2—n) Fisher-law . (1.43)

Dabei nimmt das von Josephson-Skalengesetz eine herausragende Position ein, da es als
einziges die Raumdimension direkt enthédlt. Man bezeichnet es auch als Hyperscaling.

Alle anderen Skalengesetze, wie etwa das von Griffiths (s. z.B. [10]) lassen sich aus
diesen vier Gleichungen (1.40-1.43) herleiten. Damit gibt es nur 2 unabhéngige kritische
Exponenten, wie es auch nur zwei dufiere Felder [12] gibt, H und T, entsprechend den
beiden oben verwendeten Exponenten y, und ;.

1.2 Mean-Field-Theorie

Die Mean-Field-Theorie oder auch Molekularfeld-Niherung, kurz MF, bietet einen
direkten, natiirlichen Zugang zu kritischen Phénomenen. Leider weichen ihre Ergebnisse
in aller Regel von den ,richtigen” ab, was dariiberhinaus auf ihren konstituierenden Ansatz
zuriickzufiihren ist, némlich lokale Gréfen durch deren Mittelwert zu ersetzen. Dennoch
darf ihre Bedeutung nicht unterschétzt werden, zumal sie in bestimmten Systemen den
einzig gangbaren Weg darstellt [42]. P.E. Weiss hat die MF-Theorie begriindet und sie
war lange Zeit die einzige Theorie der Phaseniiberginge {iberhaupt.

Die MF-Theorie soll hier anhand des d-dimensionalen ferromagnetischen Ising-Modells
vorgestellt werden [8]. Berechnet wird der Erwartungswert des Spins s;:

S; ex cJsisi + s;H
(si) = Ltz ep[ﬁ(zg Al )] (1.44)

D sie{-1,1} €XP [5(Zj Jsisj+ sz'H)]
= —tanh (B} Js;+H)) (1.45)
J

wobei J > 0, also o0BdA J = 1. Die Summen laufen jeweils {iber die z ndchsten Nachbarn.

Dieser Erwartungswert 188t sich nur berechnen, indem iiber alle Konfigurationen der
Nachbarspins s; summiert und jede Konfiguration mit dem richtigen statistischen Gewicht
versehen wird. Dieses Gewicht 1dft sich wiederum nur iiber die Konfigurationen der Nach-
barn der Nachbarn finden usw. Ein Ausweg bietet die Ersetzung der s; in (1.45) durch ihre
Erwartungswerte (s;). Dann wird auf Grund der Translationsinvarianz (s;) = (s;) = (m):

(m) = tanh [B(z(m) + H)| . (1.46)
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Die Ersetzung s; — (s;) bedeutet jedoch Fluktuationen zu ignorieren, die weiter oben
jedoch als wesentlich fiir den Phaseniibergang identifiziert wurden. Es ist daher bereits
an dieser Stelle klar, da MF-Theorie Phaseniibergidnge nicht in allen wichtige Aspekten
beschreiben kann.

Fiir den im folgenden betrachteten Fall, H = 0, 1ldft sich Gleichung (1.45) zwar bis
auf die triviale Losung nicht exakt 16sen, jedoch kann man sehr leicht eine graphische bzw.
eine numerische Losung angeben.

1.0
tanh(qgx) f(x)= |
0.8 T
e q=1
0.6 P
q=13 e
0.4 [ /// ///// T
./ q=08
02 [ /// //// _
00 7/ . | . | . | . | .
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Abbildung 1.5: f(x) = z und tanh(qz) aufgetragen fiir verschiedene ¢; Es muf ¢ > 1 sein,
damit sich neben der trivialen Lisung z = tanh(gz) auch eine nicht-triviale findet.

Es ist in Abb. 1.5 zu erkennen, daf tanh(z) fiir z > 0 eine konkave Funktion ist und
daher z = tanh(zq) fiir ein spezielles ¢ im nicht-trivialen Fall zunéchst in der Nihe des
Ursprungs erfiillt ist. Fordert man also (tanh(gz))" = ¢/ cosh?(gz) > 1, findet man ¢ > 1.
Mit (1.46) bedeutet das, da eine spontane Magnetisierung (m) fiir alle Sz > 1 existiert,
also

Be=1/z . (1.47)

Um nun kritische Exponenten zu bestimmen, muf (1.46) umgeschrieben werden. Mit
t=(T—1T.)/T, und h = BH ist dann

(m)
=tanh |—— + h| . 1.48
(m) = tanh [+ 4] (149
Fiir kleine (m) und h 1a8t sich entwickeln:
. m) 1/ (m)
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Fiir h = 0 ist demnach (m) oc [¢t|'/? und fiir %‘h . & |t| ! und so ergeben sich die

kritischen Exponenten der MF-Theorie zusammen mit den Skalengesetzen zu:

a = 0

g = 1/2
v = 1

) =

n = 0

v = 1/2

Auffallend an diesen Ergebnissen ist, daf die kritischen Exponenten innerhalb von MF
unabhéngig von der Raum- und Spindimension sind, wenngleich deren bestimmende Rolle
bereits bekannt ist. Nicht einmal die Koordinationszahl z ist mehr enthalten und spielt
nur noch fiir die kritische Temperatur eine Rolle. Trotzdem haben die Ergebnisse ihren
Giiltigkeitsbereich, nimlich fiir alle iiblichen ferro- /paramagnetischen Uberginge (genauer:
Fiir Phasentiberginge der Form O(n)/O(n—1), jedoch wird diese Bezeichnung erst in 1.5.1
eingefiihrt) in Raumdimensionen d > d. = 4. d,. ist die sog. obere kritische Dimension.
Die untere kritische Dimension ist 2, wobei Ising-Systeme mit sog. unendlicher ramification
order auch noch bei kleineren, gebrochenen Hausdorff-Dimensionen > 1 bei endlichen
Temperaturen ordnen.

1.3 Das Landau- Ginzburg-Modell

Das Landau- Ginzburg-Modell (Landau: Nobelpreis 1962) ist das wichtigste allgemeine Mo-
dell der Theorie der Phaseniiberginge iiberhaupt. Die magnetischen Momente liegen dabei
nicht mehr diskretisiert auf dem Gitter vor, sondern als lokale Magnetisierungsdichte, also
als n-dimensionales Feld im d-dimensionalen Raum. Entsprechend geht der oben genannte
Hamiltonian in eine Wirkungsdichte iiber [43]

Hia(@) = V@) + 3rod*(@) + uod(@) — h(@)be) ,  (150)

wobei h = SH das source field [8] bezeichnet. Es verwundert nicht, daf aufer im Term
h(z)¢p(x) keine ungeraden Potenzen von ¢(x) auftreten, der Hamiltonian soll natiirlich
invariant gegeniiber Vorzeichenwechsel von ¢(x) sein.

Ebenso wie h tragen auch alle anderen vorkommenden Parameter bereits einen Vorfak-
tor B: ¢ =¢0 >0, up = uf und ry = aptS > 0 wobei fiir ¢ (1.35) gilt.

Aus der Zustandssumme wird ein Funktionalintegral [8]:

Zra = /D(i)e_fddeLG(m) . (151)

Das Landau-Ginzburg-Modell ist ein verallgemeinertes Modell zur Behandlung der oben
dargestellten, wie 2D-Ising oder Heisenberg-Spins auf einem kubischen Gitter. Insofern
ist es ein Metamodell. Es fiihrt neue Kopplungen ¢, ry und ug ein, die von denen des
urspriinglichen Modells in zunéchst nicht ndher bestimmter Weise abhéngen.

Die folgenden Abschnitte sind an die entsprechenden Kapitel in [8] und [43] sowie [12]
angelehnt.
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1.3.1 Landau Theorie

Solange der Funktionenraum keinen Beschréinkung unterliegt, ist Gleichung (1.51) in dieser
Form nicht wohldefiniert. FEinen natiirlichen und einfachen Zugang bietet dennoch die
Landau-Theorie. Dabei wird der Integrand in (1.51) bis auf einen Vorfaktor @ einfach
durch sein Maximum ersetzt Z;q = QZ,. Dabei ist Zj, definiert durch

2y, = e~ J"THL(D) (1.52)

wobei ¢g den Hamiltonian (1.50) minimiere. Dieses Minimum ist notwendig mit V¢ = 0
in (1.50) verbunden, also ¢(x) = ¢, und damit

/ddiB'HLG(w) = V(%TO% +uopg — hoy) - (1.53)

V¢ = 0 bedeutet jedoch das vollige Ausschliefilen von rdumlichen Fluktuationen, obwohl
diese eine wesentliche am Phaseniibergang spielen. Es ist daher zu erwarten, daf die
Landau-Theorie nur beschrinkt in der Lage sein wird, Phaseniiberginge zu beschreiben
und Ergebnisse dhnlich denjenigen der MF-Theorie sein werden.

In (1.53) wurde ein rdumlich konstantes source field h(x) = hy angenommen, so daf
sich ein hg finden 1Rt mit ho¢y = hopo. Damit wird aus (1.53)

[ dtatic(@) = ViGrodt +uadh — hod) (154

Setzt man diese Gleichung in (1.52) ein, so ergibt sich mit Zrq¢ = QZr fiir die Freie
Energiedichte wegen F' = —% In(Z)

1 1
£= 4+ grodh + guodh— 5o (1.5)
Dabei stammt die Konstante g aus der Integration (1.51) mit (1.54) und dem oben er-
wahnten Vorfaktor ). Wegen F' = U — T'S ist ¢ offenbar bis auf den Boltzmann-Faktor
kp die Entropie. Man kann die hier beschriebene Ndherung daher auch so verstehen, daf
angenommen werde, das Minimum der freien Energie falle mit dem Minimum der inneren
Energie zusammen.
Aus (1.55) lassen sich nun alle anderen thermodynamischen Grofen ableiten. ¢g 1iRt
sich dabei aus der Bedingung herleiten, (1.54) zu minimieren, also

rogo + dugdy —ho =0 . (1.56)

Setzt man hg = 0, so ergeben sich zwei Losungen, wie in Abb. 1.6 dargestellt:

1 _

do = =1/ firrp <0 (1.57)
2 ug

¢ = 0 sonst . (1.58)

Wegen ry = Gt = TT;TTCC = B, — [ existiert eine nicht-triviale Losung nur fiir 8 > ., also
in der Tieftemperaturphase. Der Ordnungparameter ¢q ist dort ¢g o< /B — B, also ergibt
sich der kritische Exponent § = 1/2. Sein Verlauf in Abhéngigkeit von der Temperatur ist
unter anderem in Abb. 1.8 dargestellt. Auch § findet sich leicht, denn am kritischen Punkt
ist 7o = 0 und das Minimum liegt dann bei ¢ = hg = BH und daher § = 3. « und 7y
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Abbildung 1.6: In der Landau-Theorie ergeben sich nur fiir 7o < 0 nicht-triviale Losungen;

gezeigt ist der Funktionsverlauf von (1.54) fiir ho = 0 und V = 1 mit 7o = —2, 70 = 0 und
ro = 2. Die gesuchten Minima (1.56) sind jeweils mit Pfeilen gekennzeichnet.

ergeben sich zu v = 1 und a = 0. Damit reproduziert die Landau-Theorie die Ergebnisse
der Mean-Field-Néherung. Die beiden iibrigen Exponenten, n und v, ergeben sich aus der
Theorie nicht direkt, da wegen V¢ = 0 alle Korrelationen verschwinden.

Mit der Annahme, die Landau-Theorie sei richtig, solange die Fluktuationen klein sind,
lafst sich ihr Giiltigkeitsbereich abschitzen: Gleichung (1.32) gibt x = BG.(0) an, das
man mit x ~ BG.(0)é¢ abschitzen kann, indem man annimmt es giibe exakt in einem
endlichen Volumen, dessen Ausdehnung proportional zur Korrelationsldnge £ sei, ein nicht
verschwindendes G.(0). Diese Annahme steht natiirlich im Widerspruch zu V¢ = 0, das
ein rdumlich konstantes G.(r) erzwingt. Durch Ableitung von (1.56) nach H findet man
x = —fB/(2ry) in LTP. Damit ergibt sich die Abschitzung G¢(0) ~ —1/(2r,£?). In der
MF-Theorie ist ¢ o< ¢~/ bzw. mit

T—T,= (e — B)TT, = roTT, (1.59)

€ x 13 (1/2). Damit wird G.(0) = —1/(2(]7‘3_(1/2) mit einem Faktor g, der von ¢ stammt.
Fordert man nun geringe Fluktuationen, also G.(0) < ¢3, dann ergibt sich mit (1.57) das

Ginzburg-Kriterium

a2
|T—Tc|¥>>% . (1.60)

Diese Bedingung, das Ginzburg-Kriterium, ist in der N&he von 7, um so besser erfiillt,
je grofker d ist, insbesondere mufl, wie zu erwarten war, d > d, = 4 sein.
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Landau-Theorie mit ¢5-Term

Mit etwas ,handwaving* 148t sich die Landau-Theorie erweitern. Die Ergebnisse seien
hier nur der Asthetik halber dargestellt und spielen fiir diese Arbeit keine weitere Rolle.
Landau hat seine Theorie als Entwicklung im Ordnungsparameter angesetzt [44, 45]. Die
Erweiterung

[ atuao) =V (Grodh + uodh + uidh ~ hogh) (1.61)

mit einem zusitzlichen ¢§-Term ist also ganz natiirlich. Selbstverstéindlich sollte man
erwarten, dab sich fiir ausreichend kleine u; die oben genannten Ergebnisse reproduzieren
lassen. Minimiert man (1.61) bei hg, so findet man leicht

) (N 3 o U1
= 2 (1--22 1) . 1.62

Da die rechte Seite positiv sein mufs, mufs die Wurzel grofer als 1 sein und daher rg < 0.
Bei ausreichend kleinen |uj7g| kann man entwickeln und es wird dann tatséchlich wieder
PR = — 1o Wirklich interessant wird dieser erweiterte Ansatz daher auch erst bei gréferen
ul.

Verschwindet der ¢*-Term, also ug = 0, dann wird bei kg =0

—m)v4 (1.63)

do= (-

6u1

also f = 1/4. Setzt man diese Losung wieder in die zu (1.55) analoge Gleichung fiir die
Freie Energie ein, findet man als geringste Potenz in ry wegen uyp = 0 ein 7"8/ ?-Term und
der Exponent der zweiten Ableitung der Freien Energie nach der Temperatur liefert sofort
« = 1/2. Der Exponent § = 5 ergibt sich bei 7y = 0 durch ro¢g + 6u1d — ho = 0, der
Exponent v = 1 nach Ableiten dieser Gleichung. 2

Auf die verallgemeinerte Behandlung einer groften nicht verschwindenden Potenz ¢
und welche Form dann die Exponenten annehmen, etwa 8 = 1/(p — 2), soll hier verzichtet
werden. Um das Bild zu vervollstdndigen, soll jedoch der Fall ug < 0 untersucht werden.
Es ist klar, daft der Koeffizient der hoéchsten Potenz in ¢ positiv sein muf, andernfalls
wiirden sich beim Minimieren nur lokale Minima finden lassen. Jedoch unterliegen alle
anderen Potenzen nicht dieser Beschrinkung. Mit Einfiithrung eines u; > 0 ist also ein
ug < 0 zuldssig. Aus (1.62) liest man die Losung

2 —Uy 3’/‘0U1
= — ’/1 ———F—+41 1.64

ab. Selbstverstdndlich kommt nach wie vor auch die triviale Losung in Frage. Anders
2
als bisher, kommt die Losung (1.64) jedoch schon bei allen ry < 3%‘1) in Betracht. Und

tatsdchlich findet man bei genauerem Hinsehen, also durch Vergleich des trivialen und des
nicht-trivialen Minimums, die Bedingung

ug

2u1

An (1.64) liest man ab, daf an dieser Stelle ein Sprung im Ordnungsparameter auftreten
wird. Ein Sprung bedeutet jedoch einen Phaseniibergang erster Ordnung.
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Abbildung 1.7: Plot des Funktionsverlaufes von %r0¢g+u0¢3+u1¢>8 fiir vier verschiedene
Paramatersétze (1o, uo,u1). Bei ug < 0 tritt bei 7o > 0 und damit in der urspriinglichen
Hochtemperaturphase zum ersten Mal die nichtriviale Lésung (1.64) auf. Sie verursacht
einen Sprung im Ordnungsparameter, s. Abb. 1.8 untere Zeile.

In Abb. 1.7 ist der Funktionsverlauf von (1.61) fiir verschiedene Parametersétze
(ro,ug,u1) dargestellt. Der Sprung in ¢ beim ersten Auftreten der nichtrivialen Lisung
(1.64) ist im unteren linken Bild zu sehen. Damit schlieft sich das Bild:

e ug > 0 produziert auch in Anwesenheit eines ¢%-Terms einen Phaseniibergang zwei-
ter Ordnung mit MF-artigen Exponenten: @« = 0, § = 1/2, v = 1, 6 = 3. Der
Ordnungsparameter ist stetig (s. Abb. 1.8 oben rechts und Mitte links).

e ug = 0 zeigt ebenfalls einen Phaseniibergang zweiter Ordnung, jedoch mit Expo-
nenten, die vom MF-Verhalten abweichen: « = 1/2, § = 1/4, v =1, § = 5. Der
Ordnungsparameter ist stetig (s. Abb. 1.8 Mitte rechts).

e ug < 0 zeigt einen Phaseniibergang erster Ordnung. Der Ordnungsparameter hat
einen Sprung bei 7o = u3/(2u1) (s. Abb. 1.8 untere Zeile).

Den Punkt ug = 0 bezeichnet man auch als trikritischen Punkt [13], er bezeichnet dieje-
nige Stelle im Parameterraum, an dem der Phaseniibergang seine Ordnung wechselt.

2Der Leser sehe dem Autor an dieser Stelle bitte die Marginalie nach, daf trotz der Perspektive, die
ein ¢'®-Term hinsichtlich des Ising-Modells bietet, keine Ambitionen bestehen, hier auch diesen noch
einzufiihren.
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Abbildung 1.8: Der Verlauf des Ordnungsparameters fiir verschiedene Paramatersitze.
Oben links ist die urspriingliche Landau-Theorie ohne ¢°®-Term zu sehen, oben rechts ist ein
¢®-Term hinzugefiigt, jedoch spielt er am Phaseniibergang keine Rolle. Mitte rechts zeigt
den trikritischen Punkt mit uo = 0, in der unteren Zeile verschieden starke Phaseniibergénge
erster Ordnung.

1.3.2 Gaufs-Modell

In diesem Modell wird die Wirkungsdichte (1.50) vereinfacht, indem der ¢*-Term entfernt
wird, also ug = 0:

Ha(@) = V@) + 3rod(@) + h(z)d() - (1.66)

Dafiir bleibt im Gegensatz zur Landau-Theorie der V ¢-Term erhalten. Das Feld ¢ unter-
liegt dabei der Einschrankung, eine Fouriertransformierte zu sein, also

d . ~
#(2) = [ Guyae FTH0) (167
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Das Funktionalintegral (1.51) &8t sich dann vereinfachen:

1 dk ﬁ(k)ﬁ(—k)]

A
2Zg(h) = Zg(0)exp [5 / G e (1.68)

A
mit  Zg(0) = exp[—%V/ ln(ck2+r0)] , (1.69)

wobei h(k) die Fouriertransformierte von h(k) bezeichnet. Hierbei wurde der cutoff A
verwendet, der die Integration im k-Raum auf den physikalischen Bereich beschrinkt, in
dem die Gitter-Struktur noch erhalten ist, d.h. A liegt in der Gréfenordnung 27/a mit a
der Gitterkonstanten.

Das Integral in (1.68) laft sich umschreiben und man erhélt mit

A gd ik x
d°k e
Alx — = —_—— 1.70
(@ y) / 2m)dck? +ry’ (1.70)
dem bare propagator des Gauff-Modells, den Ausdruck
/A d’k h(k)h(—k)
(2m)4 ck? +rg

Der bare propagator ist gleichzeitig die verbundene Zweipunkt-Korrelationsfunktion des
Gauff-Modells. Integriert man (1.70) im gesamtem k-Raum fiir drei Dimensionen, erhélt

man A x e*’"\/’""/c/(c r). Am kritischen Punkt, also bei 7y = 0 ergibt sich damit n = 0
1/2

_ / dizdly h(z)A(z — y)h(y) . (1.71)

und bei 79 # 0 fiir die Korrelationslange & o< 7, ', also v = 1/2 [13]. Diese Exponenten

sind einmal mehr die der MF-Theorie.
Fiir rg < 0, also T' < T, ist (1.66) beliebig klein und das Integral (1.51) wéchst iiber
alle Grenzen; das Gauf-Modell ist daher in seiner Tieftemperaturphase nicht definiert [13].

Entwicklung des Landau- Ginzburg-Hamiltonian

Das Gaufi-Modell kann dazu verwendet werden, den vollsténdigen Landau-Ginzburg-
Hamiltonian (1.51) zu entwickeln. Dazu wird der ¢* fiir kleine A entwickelt [8]:

Zig = / Dpe J 1THLGT) (1.72)
_ é%/i)q’)eHG[(—uo/ddz¢4(z))n] (1.73)
= ZGi %<< — uo/ddz¢4(z))n>G , (1.74)

n=0

wobei (---)q die Bildung des Erwartungswertes in einem Gaufi’schen Funktionalintegral,
also mit e "¢ als ,Boltzmann-Faktor*, bedeutet. Jedoch zeigt sich, daR diese Reihe be-
stenfalls asymptotisch ist, also zwar nicht konvergiert jedoch ihre relative Abweichung von
der richtigen Losung fiir jede endliche Zahl von Termen mit ausreichend kleinem ug be-
liebig klein gemacht werden kann. Um Zrg in dieser Form berechnen zu kénnen, wird es
zunichst nocheinmal umgeschrieben,

21 P RN
Zia = E)E(_uo/dzéﬂ(z)) Za (1.75)
n—=
4

_ exp(—uo/ddz&]{i(z)> Zg (1.76)
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wobei hier das Funktionaldifferential %5‘_5]—4430 = (¢*)¢ verwendet wurde.
An dieser Stelle beginnt die diagrammatische Entwicklung mit Feynman-Graphen. Thre
Darstellung wiirde den Rahmen dieses Kapitels sprengen.

1.4 Renormierungsgruppe

Die Renormierungsgruppe stellt methodisch den allgemeinsten und erfolgreichsten analyti-
schen Ansatz dar, kritische Ph&inomene zu studieren. Es handelt sich nicht um eine einzige
Methode, sondern vielmehr um das Konzept [39], ein Problem neu zu parametrisieren, ohne
die physikalisch relevanten Grofen anzutasten und dabei Freiheitsgrade auf kleinen Skalen
zu vergrébern. Denn es sind die grofen Skalen, die das Verhalten des Systems diktieren,
wenn die Korrelationsldnge am Phaseniibergang divergiert.

Der Begriff ,,Grupp€* ist etwas irrefiihrend, denn die Renormierungsgruppe ist zumin-
dest im Falle von ¢*-Theorie lediglich eine Halbgruppe [46]. Daneben steht die Tatsache,
eine Gruppe oder eine Halbgruppe zu sein, bei der praktischen Benutzung der Methode
nicht im Zentrum des Interesses [39], auch nicht in der Quantenfeldtheorie, wo die Renor-
mierungsgruppe zur Losung identischer Probleme [47] ebenfalls intensiv verwendet wird.

Im folgenden werden in aller gebotenen Kiirze die der Renormierungsgruppe zugrunde-
liegenden Ideen dargestellt. Sie spielt in der Motivation der vorliegenden Arbeit insofern
eine Rolle, als dafs die Ergebnisse numerischer Untersuchungen frustrierter Systeme nicht
immer im Einklang mit den Ergebnissen der Renormierungsgruppe stehen und sich daher
die Frage stellt, ob und wenn ja, welche der beiden Methoden ihre Giiltigkeit im Falle
frustrierter Systeme verliert.

1.4.1 Realspace-Renormierung

Die Realspace-Renormierung wurde erstmals von Kadanoff [48] angegeben (wenngleich
nicht unter diesem Namen) und sie ist auch heute noch unter dem Namen Kada-
noff-Blockspin—Konstruktion [10] oder —Transformation [45] bekannt. Die Realspace-
Renormierung steht im Gegensatz zur Renormierung im k-Raum [49, 50]. Das beiden
zugrundeliegende Prinzip ist, daf mikroskopischen Eigenschaften der Wechselwirkung im
Gitter am Phaseniibergang keine Rolle mehr spielen. Im Ortsraum sollte es daher moglich
sein, ganze Blocke von Spins zu einem einzelnen neuen Blockspin zusammenzufassen.
Auch im Falle einer endlichen Korrelationsldnge, also bei T # T, sollte dies moglich blei-
ben, solange die Blockgrdfe deutlich unter der Korrelationsldnge bleibt. Das ,,geblockte*
System verhilt sich thermodynamisch wie das alte, denn es reprisentiert das alte System
nur in neuer Form. Entsprechend sind die Werte der freien Energie und der Zustandssum-
me sowie alle Ableitungen gleich. Jedoch unterscheiden sich Funktionen der Blockvariablen
in ihrer Darstellung sicherlich von der Darstellung mit ungeblockten Spinvariablen. Ziel
ist es nun, die Funktionen trotz geblockter Variablen auf die gleiche Form wie die der un-
geblockten Variablen zu bringen, indem man die duferen (feldartigen) Parameter ¢ und
h transformiert, ggf. indem man bestimmte Wechselwirkungen, deren Irrelevanz bereits
bekannt ist, tatsdchlich ignoriert. Ist das betrachtete System unendlich ausgedehnt, 14t
sich diese Prozedur dann beliebig oft wiederholen.

Kadanoff -Blockspins

In Abb. 1.9 ist die Idee der Kadanoff—Blockspin—-Konstruktion schematisch dargestellt.
Wenn die Form der Freien Energie im geblockten System der Form in der ungeblock-
ten Formulierung entspricht, indem einfach die Temperatur und &ufseres Feld renormiert
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Abbildung 1.9: In der Kadanoff-Blockspin—Konstruktion wird jeweils eine Gruppe von
Spins zu einem neuen Spin zusammengefafit. Die Zustandsumme bzw. die Freie Energie
des geblockten System ist in aller Regel komplizierter als die des ungeblockten. Ziel ist es,
den neuen Ausdruck auf die gleiche Form zu bringen wie den alten, indem die Parameter
renormiert werden.

werden, kann man das fiir den konkreten Fall lesen als: ,Fin 4 x 4-Blockspin-System als
geblockte Formulierung eines 8 x 8-Normalspin-System bei Temperatur ¢ und &dufkerem Feld
h, verhilt sich genauso wie ein 4 x 4-Normalspin-System bei Temperatur ¢ und Feld k&

In seinem Artikel [48] beschreibt Kadanoff seine Transformation, um die von Widom
zuvor publizierte Skalenhypothese [37, 38] zu untermauern. Im folgenden eine grobe Skizze
des Artikels [48].

Die Kantenléinge eines Spin-Blockes «a sei L < €. Auf Grund ihrer endlichen Grofe
bleibt die Zustandsumme eines solchen isolierten Blockes jedenfalls analytisch und ihre
freie Energie &8t sich in ¢ entwickeln:

£2
Jo(th) = f17 (1) + 1106 h) + S I () + - (1.77)
Die Wechselwirkungen mit einem &uferen Feld ist fiir den Block gerade h )’ ., or. Diese

Summe definiert die mittlere Magnetisierung im Block (o)

Zar = palo) L, (1.78)

rca

wobei i, die Rolle der neuen Spin-Variablen iibernimmt.

Nun wird angenommen, die Wechselwirkung des Systems von Blockspins sei bis auf
eine additive Groke fi,; von derselben Form wie die des urspriinglichen Systems, jedoch
mit neuen Kopplungen k und ¢. Dies wiirde zur gesamten Freien Energie den Term

Jine(&, L) + [ (3, ) (1.79)
beitragen. Die neue Kopplungen & ist wegen (1.78)
h(h,L) = h{c),L* . (1.80)
Die Freie Energie ist dann ,umgelegt‘ auf einen Spin

Ft,h) = fr(t,h) + L™ i@, L) + L4 (E 1) (1.81)
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fr(t, h) ist wie bereits erwdhnt reguldr. Nimmt man zusitzlich an, daf auch f;n; regulér
ist, dann lassen sich die Singularitdten von f bei h = 0 fiir kleine ¢ so schreiben:

fth) = fotthi+t2 o4 (1.82)
= L %fo+tfi+1* fa+--+) (1.83)

und daher ¢ = ¢tL%(=®_ Mit (1.78) laft sich auch die Zweipunktkorrelationsfunktion
['(¢,r) in neuen Variablen schreiben. Man erhélt

L(t,r) = (0)iT(E,7/L) (1.84)
Mit der Wahl L=a = t~1 ergibt sich
T(t,r) = (0)2T (1,7t a") (1.85)

und mit & o« t7¥ daraus das Skalengesetz (1.42) vd =2 — a. Mit der Wahl L =7 bei t =0
findet man

(o)=L 2" (1.86)
und daher mit (1.80)
h(h,L) = AL . (1.87)

Damit ist der singuldre Teil der freien Energie als verallgemeinerte homogene Funktion
ausgedriickt, wie es in (1.34) benotigt wurde:

Foing(t, h) = L™Af (L4 @=2) pL55") (1.88)

Die Blockspin—Konstruktion bietet daher einen direkten Zugang zur Annahme einer ver-
allgemeinerten homogenen Funktion fiir die Freie Energie.

Kadanoff -Blockspins in der Spinkette

Die soeben allgemein besprochene Kadanoff-Blockspin-Transformation 188t sich recht ein-
fach auf die Ising-Spinkette anwenden [25, 39|, wie in Abb. 1.10 dargestellt. Im Vorder-
grund sollen nun jedoch nicht Skalengesetze oder die konkreten Exponenten stehen - die
Spinkette ordnet bekanntlich nicht bei endlichen Temperaturen. Im Vordergrund soll nun
die Frage stehen, wie Temperatur und #uferes Feld beim Ubergang zum Blockspin renor-
miert werden miissen. Der Hamiltonian der periodisch geschlossenen Ising-Spinkette, d.h

-lo—e-o—eo—e-0—e 0o -

Abbildung 1.10: Die geblockte periodische geschlossene Ising-Spinkette ist das einfachste
Beispiel der Blockspin-Transformation.

also eigentlich eines Ising-Rings, hat die gewohnte Form (1.22):

H=—-J Z 8;8j — HZSZ’ . (1.89)

.nn.j i
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Jedes Spin-Paar oder jeder bond trigt zur Energie
1
Hij = —Js;isj — §H(SZ + Sj) (1.90)

bei. Besteht der Ring aus N Spins, so 1aft sich die Zustandssumme als Spur der Nten
Potenz ihrer sog. Transfermatrix 7' schreiben:

Zz=TrTV . (1.91)

Die Transfermatrix-Methode [51, 52, 42] soll hier nicht néher erldutert werden. Mit einem
Hamiltonian der Form (1.90) 14t sie sich wie folgt ausschreiben:

eBU+H) =BT
T: ( e_ﬂJ eﬂ(J_H) ) . (192)

Um die Spins nun paarweise zu blocken, muf die Zustandssumme fiir je ein Paar ausge-
rechnet werden. Wenn 7" die Transfermatrix des geblockten Systems ist, muf offenbar
T' = T? sein, denn es ist Z = Tr TN = Tr (T?)(N/2).

Setzt man e A/ =y und e " = v, also

1
T ( w ) , (1.93)
findet man fiir das Quadrat 72

2 1 1
T? — ( WAee Ut ) . (1.94)
’U+5 u +EZ

ele

Es gilt nun «/(u,v) und v'(u,v) so zu wihlen, daR sich T'(u/,v') = T?(u,v) schreiben liRt
wie T, gegebenfalls mit einem Vorfaktor:

T2 (u,v) = q(u,v) T(u' (u,v),v' (u,v)) . (1.95)

Die Bestimmungsgleichungen fiir 4’, v" und ¢ sind dann

1 , 1
G = W T a0 (1.96)
1
qu' = v+ " (1.97)
v’ v?

Der Vorfaktor ¢ ist in der Tat notwendig, sonst gdbe es drei unabhéngigen Gleichungen
fiir nur zwei unabhéngige Variablen. Als Losung erhélt man drei recht komplizierte Glei-
chungen fiir ¢, ' und v'. Mit e #" = o' und e #7 = 4/ lassen sich aus ihnen sofort
neue Feldvariablen # und h' errechnen. Der Vorfaktor ¢ 1aft sich als Verschiebung des
Energienullpunktes verstehen, denn der Hamiltonian des Ising—Rings ist offenbar einfach

N
HN(ta h) = H% (t,a hl) Y ln(q/ﬁ) ) (199)
was man durch Verwenden dieses Hamiltonians in der Form (1.90) in (1.92) sofort abliest.

Bei der Berechnung von Erwartungswerten spielt der Vorfaktor keine Rolle. Daher kann
man zusammenfassend sagen: ,Die thermodynamischen Eigenschaften einer Spinkette mit
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N Spins, bei Temperatur ¢ und dufserem Feld h, entsprechen denen einer Kette mit N/2
Spins bei Temperatur ¢’ und dufierem Feld hA'“

Wenn die Kette, oder vielmehr der Ring, unendlich lang ist, fitlhrt der oben dargestellte
Renormierungsschritt auf das urspriinglich betrachtete System zuriick. Die Renormierung
148t sich dann beliebig oft anwenden und es ldft sich das Verhalten der Transformati-
onsgleichungen unter Iteration beobachten. Eine wesentliche Rolle spielen dabei die Fix-
punkte oder fized points der Transformation. Wenn die Transformation einen Punkt auf
sich selbst abbildet, bedeutet das, daf sich die thermodynamischen Eigenschaften nicht
dndern, wenn man die Léngeskala vergrofert, mit anderen Worten: Das Verhalten ist auf
allen Skalen dasselbe. Diese Eigenschaft ist jedoch dasjenige, das man bei divergierender
Korrelationslédnge, also insbesondere am Phaseniibergang erwartet.

Eine Variante der Realspace-Renormierung ist die Migdal-Kadanoff-Methode [53, 54],
eine Methode die sich ebenfalls der sog. Dezimation bedient. Sie ist auch heute noch
im Gebrauch [55], auch wenn bekannt ist, daf Realspace-Renormierung im allgemeinen zu
schlechteren Ergebnissen fithrt als die in 1.4.2 angerissene ¢*-Theorie.

Formale Definition der Blockspin—Transformation

Einen etwas formaleren Zugang zur Blockspin—Transformation fiir Ising—Systeme bietet
folgender Ansatz [39]:

Das System wird in Blécke unterteilt, wobei die Mengen B; die Indizes der im Block
¢ enthalten n Ising-Spins s; mit j € B; enthalten. Dann laft sich fiir ungerade n eine
Transformation 7" angeben mit

1, wenn siY7s; >0
, . .
T(Si;sjlﬁsj2"“ »Sjn ‘.71’.727"' yJn EB’L){ 6 sonst ek

(1.100)
Die s, bezeichnen dabei die neuen Blockspins. Die Transformation T ist offenbar genau
dann 1, wenn die Mehrheit der Spins die Konfiguration s, hat.

Der neue reduzierte Hamiltonian H’, der bereits den Vorfaktor (3’ enthalten soll, sei
definiert durch

e M) = TI'SHT(S{L';Sjwsjza"' 1 Sjn | 315 J25 s Jn € By) e 1) ) (1.101)
i

wobei der Vektor s’ die Konfiguration der Blockspins darstellt und s die Konfiguration im
urspriinglichen Modell. Das Produkt 14uft iiber alle Blécke und sorgt dafiir, daf der rechte
Hamiltonian nur dann beitrégt, wenn s’ eine giiltige Darstellung der globalen Konfiguration
im Sinne des oben genannten Majoritdts—Prinzips ist. Fiir jeden Block gibt es nur eine
richtige Darstellung in diesem Sinne und es ist daher die Summe {iber alle Konfigurationen

Z T(S;'Sjl,sz, 5 Shn | J1,92,7 7 ,Jn € Bz) =1 . (1-102)
sie{-1,1}

Damit 148t sich (1.101) umformen und man erhilt
Trge 76D = Tree #6) (1.103)

was nichts anderes bedeutet, als dafs in der oben dargestellten Transformation die Zu-
standssumme erhalten ist.
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1.4.2 Renormierungsflufs

Sind die Transformationsgleichungen gegeben, dann 1&£t sich die Bewegung eines gegebenen
Satzes von Parametern im Parameterraum angeben und untersuchen. Um einen Fixpunkt
herum lassen sich die Transformationen entwickeln. Um die Darstellung zu vereinfachen
werden die betrachteten Parameter in einem Vektor K dargestellt,

K = (u,v,wy,---) (1.104)

wobei u,v,ws, -+ irgendwelche Parameter des Hamiltonian bezeichnen. Fiir K’, der die
Parameter nach einem Renormierungsschritt darstellt, ist dann in erster Ordnung

K' ~ K* + T, (K — K*¥) (1.105)
mit einer Matrix T, = g% (K*), also die Ableitung des transformierten Parameters K,
nach dem urspriinglichen Parameter K, ausgewertet am Fixpunkt K*. Die linken FEi-
genvektoren der Matrix seien e;, die Eigenwerte );, also ¢; T = \;e;. Im folgenden soll
angenommen werden, die Eigenwerte ); seinen reell und positiv. Die Projektionen von

(K — K*) auf die e; seien u; = e;(K —K*), dann sind entsprechend die transformierten
Projektionen mit (1.105)

W = (K —K*)
= eTu(K— K
= )\iei(K — K*)

= Ay

Driickt man die vorhandenen Parameter also durch ihre Projektionen auf die Eigenvek-
toren der Transformationsmatrix aus, erhélt ein stark vereinfachtes Transformationsver-
halten. Die Projektionen heiffen Skalenvariablen oder Felder. Es spielt offenbar eine
wesentliche Rolle, ob die Eigenwerte grofer als 1, gleich 1 oder kleiner sind, denn im
mten Renormierungsschritt ist in der Umgebung des kritischen Punktes ugm) = Au;.
Ist A\; > 1 dann wird die Skalenvariable u; also in jedem Renormierungschritt gréfer, ist
hingegen \; < 1, so wird ihr Betrag allméhlich kleiner.

Bisher wurde noch nicht erwédhnt, welche Rolle die genaue Form der Transformation
spielt. Als Beispiel sei die oben genannte Blockspin-Transformation herangezogen: Wenn
man statt Blocken aus je zwei Spins Blocke aus je vier Spins formt, dann sollte das Trans-
formationsverhalten im wesentlichen dem des zweimaligen Anwendens der Zweier-Blockung
entsprechen. Es ist daher sinnvoll, die Eigenwerte, deren mte Potenzen im mten Renor-
mierungsschritt auftreten, als Potenzen des Blockparameters b aufzufassen,

A= (1.106)

Die Unterscheidung in der Grofe von A; gegen 1 wird damit zur Unterscheidung von y;
gegen 0:

e y; > 0: Skalenvariable u; und Exponent y; sind relevant, insofern als dafs die Re-
normierung die Skalenvariable und damit die Distanz zum Fixpunkt allméhlich ver-
grofert.

e y; < 0: Skalenvariable u; und Exponent y; sind irrelevant, da die Skalenvariable
durch entsprechend viele Renormierungsschritte beliebig klein gemacht werden kann.
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Abbildung 1.11: In der Umgebung um den Fixpunkt lassen sich die Transformationen
entwickeln. Mit Kenntnis der Transformationsmatrix lassen sich dann Flufilinien angeben,
die die Trajektorien der Parameter-Vektoren anzeigen.

e y; = 0: Skalenvariable u; und Exponent y; sind marginal.

In Abb. 1.11 (in Anlehnung an [39]), einem Flufdiagramm, ist das Beispiel eines
zweidimensionalen Parameterraumes abgebildet. Die beiden Eigenvektoren der oben dis-
kutierten Matrix Ty, stehen senkrecht aufeinander und sind bei K* eingezeichnet. Die
Pfeile zeigen die Trajektorien an, auf denen sich ein Parametersatz durch Renormierung
bewegen wiirde. Im allgemeinen gibt es beliebig viele irrelevante Skalenvariablen. Die Hy-
perfliche, die ihre Eigenvektoren aufspannen, nennt man critical surface oder kritische
Oberfliche. Jeder Punkt im Parameterraum, der durch das Renormieren zum Fixpunkt
gelangen soll, muf sich auf dieser Fliche befinden. Oder negativ formuliert: Ist eine re-
levante Skalenvariable nicht richtig eingestellt, liegt also ein Punkt nicht auf der kritische
Oberflache, kann er dessen Fixpunkt nicht erreichen. Nimmt man an, in Abb. 1.11 seien
alle relevanten Felder dargestellt, so besteht hier die Hyperfliche lediglich aus einer Linie.

Die gestrichelte Linie in Abb. 1.11 stellt die Trajektorie eines Systems dar, bei dem ein
physikalischer Parameter wie Temperatur und dufieres Feld oder aber irgendeine andere
Grofse verandert wird. Dort, wo diese gestrichelte Linie die kritische Oberfliche durchsticht,
sagt man, daf System sei kritisch, denn die Renormierung wird seinen Parametersatz auf
den Fixpunkt fithren. Dort und nicht am Fixpunkt erfihrt es seinen Phaseniibergang und
dort hat es seinen kritischen Punkt.

Es ist wichtig anzumerken, dafs es auf die jeweilige Wahl der Werte der Feldvariablen
und daher implizit auch auf die Wahl des jeweiligen Modells ankommt, ob ein kritischer
Punkt, den man fiir einen bestimmten breakdown of symmetry bei einer bestimmtem
Raumdimension erwartet, tatsichlich auch erreicht werden kann. Es reicht im allgemeinen
nicht, dak ein bestimmter Parametersatz auf der kritischen Oberfliche liegt, denn die oben
gemachte Entwicklung der Transformation in erster Ordnung gilt nur in der unmittelbarer



1.5. SYMMETRIEN UND UNIVERSALITAT 31

Umgebung des Fixpunktes. Weiter auferhalb kann die Transformation den Punkt anders
als erwartet transportieren, die in Abb. 1.11 dargestellten Linien des Flusses konnen be-
liebig gekriimmt sein. Dasjenige Gebiet der kritischen Oberfliche, das zum Erreichen des
Fixpunktes fiihrt, sein ,Einzugsgebiet® bezeichnet man als catchment area [13], basin
of attraction oder critical manifold[45].

Es gibt eine Reihe besonderer Fixpunkte. Den Gaussian fixed point nennt man auch
den trivialen Fixpunkt[43]. An trivialen Fixpunkten verschwindet im allgemeinen wie
oben beschrieben die Laéngenskala des Systems zwar auch, aber nicht weil £ — oo, son-
dern weil ¢ = 0. Fiir d < 4 wird der Gaussian fized point instabil (s.u.) beziiglich des
Wilson-Fisher fized point, d.h. er erhilt eine neue relevante Variable, deren zugehéri-
ger Eigenvektor in den nicht-trivialen Wilson-Fisher fized point zeigt[45]. Dieser Fixpunkt
ist der eigentlich interessante, je nach n heiflt er dann Ising fized point oder Heisen-
berg fized point [43] etc. Bei diesen nichttrivialen oder auch kritischen Fixpunkten
divergiert die Korrelationslénge €.

Fixpunkte heifen singly unstable und gehdren dann zu einfachen kritischen Fix-
punkten, wenn sie beziiglich einer Variable, typischerweise die der Temperatur assoziier-
ten, relevant sind. Doppelt kritisch heifen sie, wenn mehr als eine Variable eine Rolle
spielt, etwa die Temperatur und das dufsere Feld. Sie korrespondieren dann zu trikriti-
schen Punkten, wie in der ¢%-Landau Theorie, wo neben ro = 0 auch ug = 0 sein mufRte.
Auch Phaseniibergéinge erster Ordnung lassen sich im Flufidiagramm identifizieren. Sie fin-
den statt, wenn der Fluf ,divergiert” also bei endlicher Temperatur iiber jede Beschrénkung
fithrt [13, 56].

¢*Theorie und 4 — e Entwicklung

Die oben angestellten Betrachtungen zur Entwicklung der Landau—Ginzburg—
Zustandssumme (1.76) in Potenzen von wuy und den 4 x n-Punkt-Korrealtionsfunktionen
miinden in der ¢*-Theorie [57], die sich ebenfalls der Methoden der Renormierungsgruppe
bedient [58, 59]. Auf diese umfangreiche Theorie soll in dieser Arbeit bis auf folgende
Anmerkungen nicht weiter eingegangen werden.

Ein gingiges Verfahren ist die Entwicklung um vier Raumdimensionen, in € = 4—d, wo
die Exponenten die MF-Werte annehmen. In seinen ersten Veroffentlichungen zum Thema
[49, 50] hat Wilson (Nobelpreis 1982), der ,Vater der Renormierungsgruppe* (wenngleich
von Muray Gell-Mann (Nobelpreis 1969) und Francis E. Low motiviert), in seinen zunéchst
beliebige Raumdimensionen zugelassen. In ihrem gemeinsamen Artikel von 1972 [60] zeigen
Wilson und Fisher, daf sich v in € entwickeln 1&t. In einem weiteren iiblichen Ansatz wird
im Inversen der Spin-Dimension, also in 1/n entwickelt, so auch in der weiter unten in
dieser Arbeit skizzierten Theorie des chiralen Phaseniibergangs [4].

1.5 Symmetrien und Universalitit

Universalitét bezeichnet die Tatsache, daf kritisches Verhalten unabhingig von mikro-
skopischen Eigenschaften des Systems ist. Es wird vielmehr erwartet, daft entscheidend fiir
das jeweilige Verhalten am kritischen Punkt nur die Raumdimension und die verschiedenen
Symmetrien in HTP bzw. LTP sind, wobei es wiederum von den oben erwéhnten Feldpara-
metern abhéngt, ob ein spezieller Fixpunkt iiberhaupt erreicht wird (catchment area, s.0.).
Die Hypothese, daf kritisches Verhalten nur unwesentlich, im Falle kritischer Exponenten
sogar liberhaupt nicht von mikroskopischen Effekten abhéngt, hat Fisher als Universali-
titshypothese eingefiihrt. Physikalisch anscheinend vollig verschiedene Systeme fallen in
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dieselbe Universalititsklasse, wenn sie die gleichen kritischen Exponenten zeigen, d.h.
den gleichen Fixpunkt im Renormierungsfluff erreichen. Motiviert ist diese Einteilung si-
cherlich auch durch die Theorie der korrespondierenden Zustéinde [61, 10] von Gasen
in der gasférmig/flissig Koexistenz. Prominentes Beispiel fiir Universalitit ist die ,Mes-
sung‘ der kritischen Exponenten (gemessen wurde die spezifische Warme im Bulk) des
dreidimensionalen XY-Modells an fliissigem Helium [62].

Die erwéhnten Symmetrien beziehen sich jeweils auf den Hamiltonian: Man sagt von
einem Hamiltonian er habe eine bestimmte Symmetrie, wenn er invariant ist gegeniiber
der Anwendung der Symmetrieoperation auf seine Konfiguration. Dann némlich ist in der
ungebrochenen Phase die Wahrscheinlichkeit einer Konfiguration die gleiche wie die der
Konfiguration ¥/ = QX mit Q einer Operation der betrachteten Symmetriegruppe:

W) =W (E) . (1.107)

In LTP &ndert sich die Situation jedoch grundlegend. Hier herrscht nicht mehr allein
die Symmetrie des Hamiltonian, denn sie ist durch das Auftreten einer spontanen Ma-
gnetisierung gebrochen. Der Limes in (1.23) legt deren Richtung eindeutig fest. Daher
sind nicht mehr alle Konfigurationen gleicher Energie dquivalent, sondern nur noch solche,
denen gegeniiber auch der Ordnungsparameter invariant ist, denn die Wahrscheinlichkeit
fiir eine Konfiguration, die fiir den Ordnungsparameter die ,falsche Richtung produziert,
verschwindet. Der Grundzustand, von dem man annimmt, daf seine Wahrscheinlichkeit
stetig mit sinkender Temperatur in LTP steigt, dient als charakteristische Konfiguration
in LTP und daher ist seine Symmetrie die Symmetrie der Tieftemperaturphase. Diese
heuristische Methode des Auffindens der Symmetrie in LTP kann selbstverstdndlich nicht
mehr funktionieren, wenn zwei oder mehr Phaseniibergénge bei verschiedenen Temperatu-
ren stattfinden. Dann ist es in der Tat notig, die Tieftemperaturphase hinsichtlich seiner
Symmetrien genauer zu untersuchen.

1.5.1 O(n)/O(n—1)

Einen Hamiltonian der Form

H=—J> sisj— Y s;H (1.108)

wie in (1.22) 148t eine Drehspiegelung aller Spins, d.h. eine Symmetrieoperation aus O(n),
fir H = 0 unverdndert. Neben den Drehspiegelungen mag es noch weitere Symmetrieope-
rationen auf den Konfigurationen geben, die hier jedoch zunéchst nicht weiter interessieren.
Wenn das System (1.108) nun in LTP parallel ordnet, so sind nur noch Operationen zu-
lassig, die die Spinkomponenten in M-Richtung unverindert lassen, also O(n — 1). Alle
anderen Symmetrien bleiben unberiihrt. Man bezeichnet diesen typisch ferromagnetischen
Phasentibergang daher auch als O(n)/O(n —1). Das Ising-Modell wird von dieser Bezeich-
nung ebenfalls erfaftt. Hier ist » = 1 und man bezeichnet diesen Phaseniibergang wegen
O(1) = Z3 und O(0) = id. auch einfach als Zy-Phaseniibergang. Der gekiirzte Ausdruck
O(n)/O(n — 1) ist der breakdown of symmetry3, er ist fiir n = 1 daher Zy, fiir n = 2
ist er S1 = SO(2) wegen O(n) = Zy x SO(n).

In Abb. 1.12 sind die beiden Symmetrieoperationen Rotation und Spiegelung exem-
plarisch an einem 2D-XY-Modell dargestellt: Das linke Bild zeigt eine Konfiguration, wie
sie sowohl in LTP als auch in HTP vorkommen koénnte (jedoch ist sie wegen der hohen

3Daneben existiert jedoch auch ein enhancement of symmetry, wie es fiir antiferromagnetische
3-Zustands-Potts-Modell fiir d = 3 erwartet wird. [63]
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Abbildung 1.12: Eine exemplarische Anwendung der Symmetrieoperationen aus O(2)
nimlich Rotation (SO(2)) und Spiegelung (Z,) auf eine Konfiguration des 2D-XY. Magne-
tisierung M und Energie E sind jeweils angegeben. Nur eine Spiegelung an einer Achse
entlang der Magnetisierungsrichtung 1t M unverdndert.

Magnetisierung in HTP sehr unwahrscheinlich). Eine Rotation aller Spins um 30° 1aft die
Energie unveréndert, wie das obere rechte Bild zeigt, dndert jedoch die Magnetisierung.
Eine Spiegelung an der Magnetisierungsachse, wie im unteren rechten Bild dargestellt, 18t
sowohl Energie als auch Ordnungsparameter unveréandert.

Ist im HTP die Symmetrie O(n), so ist der breakdown of symmetry im Falle eines kol-
linearen Grundzustandes grundséitzlich mindestens O(n)/O(n—1). Wenn der Hamiltonian
so einfach ist wie (1.108), ist das in der Tat fiir alle einfach hyperkubischen Gitter der Fall,
unabhédngig von der Tatsache, ob die Wechselwirkung ferromagnetisch oder antiferroma-
gnetisch ist.

1.5.2 Kompliziertere Symmetrien

Dem O(n)/O(n — 1)-Ubergang stehen kompliziertere Modelle gegeniiber. So ordnet das
antiferromagnetische Heisenberg-FCC-Gitter, also d = 3 und n = 3, zwar kollinear, enthélt
jedoch eine zusidtzliche Symmetriebrechung Z3, die in der komplizierteren Gitterstruktur
begriindet liegt [64]. Der Heisenberg-FCC-Magnet stellt den ersten hier erwéhnten Fall von
Frustration dar. Darunter versteht man die Abwesenheit vollstindiger Befriedigung der
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Abbildung 1.13: In einem antiferromagnetisches Dreiecksgitter mit nichster-Nachbar-
Wechselwirkung hat eine kollineare Ordnung eine héhere Energie (linkes Bild, Energie in
einem Dreieck £ = —1) als eine 120°-Struktur (rechtes Bild, Energie in einem Dreieck
E = —1.5). Wihrend rechts jede Wechselwirkung mit —0.5 beitrigt, sind links je zwei Ver-

bindungslinien voll gesdttigt (fiir ein Dreieck fett eingezeichnet) wéihrend je eine vollstéindig
ungesittigt (gestrichelt) ist.
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Abbildung 1.14: Die drei Untergitter des Grundzustandes des antiferromagnetischen Drei-
ecksgitters. Links noch einmal die Zeichnung wie in (1.13), rechts die Einteilung der Unter-
gitter mit arabischen Ziffern.

Wechselwirkung im Grundzustand; der Grundzustand besteht also nicht aus vielen lokalen
Konfigurationen minimaler Energie, sondern liegt energetisch héher, was darauf zuriick-
zufiihren ist, daf verschiedene Wechselwirkungen, die verschiedene lokale Konfigurationen
favorisieren, im Wettbewerb stehen.

Man findet Frustration in allen homogenen antiferromagnetischen Systemen, wenn es
moglich ist, eine ungerade Zahl von Spins miteinander in einer geschlossenen Schleife {iber
bonds zu verbinden. Abb. 1.13 zeigt ein antiferromagnetischen XY-Dreiecksgitter mit einem
Hamiltonian der Form (1.108) mit né#chster-Nachbar-Wechselwirkung. Eingezeichnet ist
darin eine Schleife, die drei Spins miteinander verbindet. Zwei dieser drei Verbindungslinien
lassen sich vollstindig antiferromagnetisch sittigen (fett), die dritte ist dann zwangslaufig
maximal ungesittigt (gepunktet).

Der Grundzustand in solchen Systemen ist daher haufig, aber nicht immer (wie fiir das
Heisenberg-FCC-Gitter erwdhnt) nicht-kollinear. Die rechte Seite von Abb. 1.13 zeigt eine
Konfiguration geringster Energie, eine 120°-Struktur. Im oben erwdhnten Fall des FCC-
Gitters existiert zwar auch ein nicht kollinearer Grundzustand, eine Tetragonalstruktur,
jedoch 188t sich zeigen, daft Spinwellen bei allen T' # 0 die nicht-kollineare Struktur immer
zugunsten der kollinearen zerstoren.

Die Symmetrie des antiferromagnetischen XY-Dreiecksgitters mit Néchster-Nachbar-
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Wechselwirkung ist in HTP O(n). Die Symmetrie in LTP ist nicht sofort zu erkennen,
zumal noch kein Ordnungsparameter definiert ist. Seine Definition lautet

3

M,riang — ZR@ M,; (1.109)
" 3
7

wobei M; die spontane Magnetisierung eines jeweils kollinearen Untergitter bezeichnet,
wie in Abb. 1.14 dargestellt. R 2 bezeichnet die Rotationsmatrix um 27/3, so daf also die
Magnetisierung Myyiqng maximal wird fiir eine 120°-Struktur. In diesem Sinne wird nun
die spontane Magnetisierung fiir jedes Untergitter [65]

M, = Tim (M) (uR%Hp) (1.110)
pn—04 3

ganz analog zu (1.23) geschrieben. Tatséchlich gibt es keine nichttriviale Symmetrieopera-
tion mehr, die man in LTP auf den Spinraum anwenden konnte, ohne die eben definierte
spontane Magnetisierung zu éndern. Die Symmetrie in LTP ist O(0) = id. = 1 und der
breakdown of symmetry daher O(2)/O(0). Dieses Verhalten des antiferromagnetischen
XY-Dreiecksgitter ist prototypisch fiir frustrierte Systeme. Aufgrund des Mermin-Wagner-
Theorems (s.u.) ist fiir das zweidimensionale Dreiecksgitter kein Phaseniibergang zweiter
Ordnung zu erwarten?, jedoch fiir das gestapelte antiferromagnetischen XY-Dreiecksgitter,
kurz XY-STA. Ein anderes System der Klasse O(n)/O(n — 2) [67] wire das gestapelte
Heisenberg-Dreiecksgitter (d = 3 und n = 3). Es ordnet koplanar, so dak die Symmetrie
in LTP O(1) ist, der breakdown of symmetry also O(3)/0(1).

Ein weiteres System der Klasse O(n)/O(n—2) ist das XY-STAR, wobei das 'R’ fiir local
rigidity steht [65]. Man entfernt dabei einige Freiheitsgrade des Systems, indem man fiir
jedes Dreieck des Gitters fordert, dafs die drei beteiligte Spins sich zu 0 summieren:

st, +s%,+s% =0 . (1.111)

wobei der hochgestellte Index sich auf die Position des Spins im Dreieck mit Index 7 be-
zieht. Da die Lange der Spins festgelegt ist, gibt es nur zwei Moglichkeiten fiir die Lage
beiden anderen Spins, wenn einer gegeben ist. Die beiden Moglichkeiten sind in Abb. 1.15
dargestellt. Das ‘4+’ und das ‘—’ Zeichen in Abb. 1.15 beziehen sich auf die Chiralitdt x
der beiden Konfigurationen:

Ki = % [Sli X S2i + Szi X Ssi + Ssi X Sli . (1.112)
Die Chiralitét ist positiv, wenn man das Dreieck in mathematisch positiver Richtung durch-
laufen mufs, um die Spins mit ansteigendem Orientierungswinkel abzulaufen.

Fiir die Symmetriebetrachtungen ist nun zu beachten, daf das System auf Grund der
Randbedingung (1.111) statt der drei kontinuierlichen Freiheitsgrade pro Dreieck nur noch
einen kontinuierlichen und zusédtzlich einen Ising-artigen besitzt. Um dies auch im Hamil-
tonian wiederzugeben, 148t sich dieser umschreiben, indem die Konfigurationen aller Spins
durch die Konfigurationen aller ,Superdreiecke‘ ausgetauscht werden, wie in Abb. 1.16
dargestellt.

Mit ein wenig linearer Algebra 14t sich der Hamiltonian (1.108) umschreiben, so daf
er neben den Orientierungen der in Abb. 1.16 markierten ,anchor-sping‘ der Superdrei-
ecke nur noch deren Chiralitdt enthélt. Mit diesen beiden Angaben - alle Chiralitdten

4Man findet hier zwei aufeinanderfolgende Symmetriebrechungen, zunsichst O(2) — SO(2) also einen
Ising-Ubergang und darauffolgend bei etwas tieferer Temperatur einen KT-Ubergang [66]
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Abbildung 1.15: Das STAR-Modell 14t bei einem vorgegebenen Spin nur zwei Moglich-
keiten fiir die beiden anderen. Die beiden Konfigurationen unterscheiden sich durch ihr
Chiralitét.

und die Orientierung der anchor-spins der Superdreiecke - ist die Konfiguration eindeutig
festgelegt. Man findet dann, daf die anchor-spins in HTP nur noch SO(2)-Symmetrie be-
sitzen. Spiegelungen auf diese Spins allein angewendet lassen die Energie im allgemeinen
nicht invariant. Die Situation &ndert sich, wenn zusétzlich zu einer beliebigen Spiegelung
der anchor-spins die Chiralitdten invertiert werden. Diese zusammengesetzte Operation
der gleichzeitigen Spiegelung der anchor-spins und der Invertierung der Chiralitdten ist
dquivalent zur gleichzeitigen Spiegelung aller Spins, an einer gemeinsamen Spiegelachse.
Man erhélt damit die verlorengegangene Zo-Symmetrie als zusammengesetzte Symmetrie
zuriick. Da in LTP wiederum alles ,eingefroren ist, also sowohl die SO(2) als auch die
Zy-Symmetrie, ist der breakdown auch dieses Systems SO(2) x Z2/0(0) also O(2)/0O(0).

1.5.3 Das Stiefel-Modell

Das Stiefel-Modell [68] besitzt den gleichen breakdown of symmetry wie die oben genannten
frustrierten Systeme, also O(n)/O(n — 2) ist jedoch selbst nicht frustriert. Das hat den
Vorteil, daR es sich wesentlich besser simulieren 1i£t.%

Das Original-Modell von Kunz und Zumbach [68], V, p, ist sehr viel allgemeiner, ndmlich
p-beinige Spins in n Spindimensionen. Bei dem in dieser Arbeit verwendeten Stiefel-Modell
handelt es sich um die einfachste Variante, bei dem die lokalen, zweidimensionalen Spins
durch Zweibeine ersetzt werden, also in der Original-Notation V5 2. Der allgemeine Hamil-
tonian dieses Modells lautet ohne dufseres Feld:

p
H=-J ) > 0ai0aj (1.113)

i.nn.j a=1

wobei g,; das ate Bein am Ort ¢ bezeichnet. Etwas anschaulicher ist folgendes Bild fiir
das Zweibein: Angenommen der eine Schenkel eines solchen Zweibeins sei durchgezogen,
der andere gestrichelt, so wiirden ausschlieRlich die Schenkel gleichen Linientyps miteinan-
der wechselwirken. In Abb. 1.17 ist diese Wechselwirkung angedeutet, indem jeweils nur
die gestrichelten bzw. durchgezogenen Beine miteinander verbunden sind. Die Zweibeine

®Da in frustrierten Systemen die globalen Energie-Minima weniger tief ausfallen, sind breitere Vertei-
lungen der Konfigurationen plausibel.
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Abbildung 1.16: Ein Grundzustand des STAR. Die ausgefiillten Kreise bezeichnen die
yanchor-spins‘ der Superdreiecke. Zur Angabe der gesamten Konfiguration reicht die Angabe
der Orientierung der anchor-spins und der Chiralitdten aller Superdreiecke (hier alle +).
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Abbildung 1.17: Im Stiefel-Modell wechselwirken nur Beine ,gleicher Sorte‘ miteinander
(hier: durchgezogen bzw. gestrichelt). Die Wechselwirkung ist durch den gepunkteten
Bogen angedeutet. Die Konfigurationen {f;,0;} der drei dargestellten Zweibeine sind von
links nach rechts: {n/2,—1}, {n/2,+1}, {27/3,+1}, wobei jeweils die Orientierung des
durchgezogenen Beins angegeben ist, s; = (cos(6;),sin(6;)), und die mittlere Abbildung als
diejenige positiver Chiralitdt definiert wurde.

haben einen festen relativen Winkel von 90° und lassen sich frei rotieren und spiegeln. Fiir
n = 2 besteht daher eine lokale Konfiguration aus der Angabe eines Winkels eines Schen-
kels, etwa des gestrichelten, und einer zusétzlichen Ising-Variablen, die die ,Héndigkeit,
also die Chiralitdt des Zweibeins beschreibt. Der Hamiltonian schreibt sich dann

Hstietel = —J Z (1+0i0j)sisj (1.114)

t.nn.j

wobei die 0; € {—1,1} die Chiralitdt des iten Stiefels angibt und s; dessen Orientierung.

Um den oben genannten breakdown of symmetry O(2)/O(0) zu beobachten, ist es
nun nicht mehr nétig, ein Dreiecksgitter zu konstruieren; die Zweibeine leben in zwei
Dimensionen auf einem einfachen Quadratgitter. Daher ist auch die Wahl von J, also
die Wahl ob die Wechselwirkung ferro- oder antiferromagnetisch sein soll, zweitrangig; der
breakdown of symmetry ist davon unberiihrt und frustriert ist das System auch im Falle
antiferromagnetischer Wechselwirkung nicht.

Es lassen sich hier zwei Ordnungsparameter untersuchen. Der eine, die Chiralitdt M,
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ist die Summe aller o;, also My =), 0;, der andere
Mxy = (D si+ Y 0isi)/2 (1.115)
i i

also die Summe der Magnetisierung der gestrichelten und der durchgezogenen Beine (ohne
Berticksichtigung der Tatsache, da die Beine eigentlich senkrecht aufeinander stehen).
Da die beiden Beine des Stiefels vollig gleichberechtigt sind, ist der Erwartungswert
der Magnetisierung des einen Beins ). s; gleich der der Magnetisierung des anderen Beins
Ez’ ag;8; und daher MXY = Zz S; = Zz a;8;.
Um die spontane Magnetisierung auch formell zu rechtfertigen, muf der Hamiltonian
(1.114) um &ufere Felder erweitert werden:

Hstieta = —J > _ (L+0i0)sis; + Hy Y s+ Hy Y o7 . (1.116)
% i

1.nn.J

Dann ergibt sich als Ordnungsparameter sofort als Tupel
M= () si, ) oi) (1.117)
i i

bzw. in den Komponenten dieses Tupels als

Mxy = » s (1.118)
2

M, = > o . (1.119)
7

Vom Hamiltonian (1.114) 1&t sich sofort O(2) als Symmetrie der s; in HTP ablesen.
Daneben lassen sich auch alle Chiralitdten invertieren, ohne die Energie zu verdndern, daher
ist die Symmetrie dieses Modells O(2) x Zs in HTP. In LTP sind die Chiralititen hingegen
fixiert, jedoch besitzt ein Typ von Beinen, némlich der, der von den s; reprisentiert wird,
noch eine Z,-Symmetrie, da die Beine kollinear ordnen; 1dfst man eine Spiegelung nur auf
eine Sorte von Beinen wirken, wie in Abb. 1.18 dargestellt, so bleibt die Konfiguration im

Abbildung 1.18: Wenn die Spiegelungsoperation nur auf ein Bein des Stiefels wirks, bleibt
die Chiralitdt unveréndert.

Falle eines kollinearen Ausgangszustandes bei Spiegelung an eben dieser Achse unveréndert.
Von der O(2)-Symmetrie bleibt in LTP also Zs iibrig, genauso wie es im Falle eines 2D-XY-
Modells sein wiirde, wenn es ordnete. Der breakdown of symmetry ist daher O(2) X Zy/Z3,
wenn man kiirzt also O(2)/1 = O(2) oder O(2)/0(0). Jedoch ist zu betonen, daf es sich
bei der gekiirzten Zo-Symmetrie in HTP um die Symmetrie in der Chiralitdt handelt, in
LTP um eine Reminiszenz der O(2) in HTP.

Den Schlufpunkt dieser Arbeit wird eine Untersuchung des Phaseniibergang O(2)/0(0)
am Stiefel-Modell auf fraktalen Gittern bilden.
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1.5.4 Symmetrien — Ubersicht

Modell d n HTP LTP HTP/LTP gekiirzt
2D-Ising 2 1 0O(1)=2, 1 Zo

2D-XY 2 0(2) (1) =2, SO(2) =5 (KT)
XY-triangular 2 2 0(2 0O0)=1 0O(2) =85S0(2) x Zy

(KT und Ising
nacheinander) [66]

3D-Ising 3 1 O(1)=2, 1 Zy

3D-XY (ferro) 3 2 0(2 O(1) SO(2) = S

XY-STA 3 2 0(2 O(0) =1  O(2) (frustriert)
XY-STAR 3 2 0(2 0O(0) =1  O(2) (frustriert)
XY-Stiefel 3 2 0O(2)xZy O()=2Z, O(2) (nicht frustriert)
3D-Heisenberg (ferro) 3 3 03 0(2) 0(3)/S0(2) = S,
3D-Heisenberg (antiferro sc) | 3 3  O(3) 0(2) SO(3)/S0(2) = S,
3D-Heisenberg (STA) 3 3 03 0(1) 0(3)

1.6 Losung des 2D-1Ising

Das 2D-Ising Modell ist auf die vielfdltigsten Weisen geldst worden. Nachdem 1941 Kra-
mers und Wannier [51, 52] die kritische Temperatur des zweidimensionalen Ising-Modells
mit Hilfe der Methode des dualen Gitters [69] angeben konnten, fand Onsager [2] (Nobel-
preis fiir Chemie 1968) mit Hilfe der bereits erwdhnten Transfermatrixmethode eine Losung
fiir die Zustandssumme ohne duferes Feld. Im Laufe der Jahre kamen exakte Losungen
anderer Grofen hinzu [3] und man kann sagen, daf die meisten neue Methoden, exakt oder
approximativ, analytisch oder numerisch, am 2D-Ising getestet wurden.5

Die Herleitung der Losung des 2D-Ising ist in vielen Textbiichern angegeben und daher
soll hier auf eine detailierte Darstellung verzichtet und nur aufzéhlend die wichtigsten
Ergebnisse genannt werden. Wenn nicht anders angegeben, stammen die Gleichungen aus
[3]. Ergebnisse zu anderen exakt 1osbaren Spin-Systemen finden sich in [71]

1.6.1 Exakte Losungen

Magnetisierung

M = (1 —sinh?(28.J))"/® (1.120)

womit mit sinh?(28,J) = 1 auch gleich die kritische Temperatur gegeben ist

=In(v2+1)/2 . (1.121)
spezifische Wirme
JZ
c=—— ( —2sinh™%(26J) — 47~ ! coth?(28J)E(k) (1.122)
kpT?
—4n~ 1 coth?(28J)[cosh™2(26.J) (2 tanh?(28.J) — 1) (1.123)

—4tanh?(28.J) cosh™2(28.J) — (2tanh?(28.J) — 1)2]K(k))

5Es spricht nach Binder jedoch einiges dagegen, das 2D-Ising zu Testzwecken zu verwenden [70], weil
es breitere Fluktuationen zeigt, als etwa das dreidimensionale Ising-Modell.
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wobei K (k) das vollstidndige elliptische Integral erster Gattung
w/2
K(k) :/ dg(1 — k? sinh?(¢)) /2 (1.124)
0
und E(k) das vollstandige elliptische Integral zweiter Gattung
w/2
E(k) = / de(1 — k% sinh?(¢))*/? (1.125)
0
sowie
inh(2
= o Sh(ZT). (1.126)
cosh”(2J)
Nahe T, vereinfacht sich ¢ zu
¢ o< (In(|1 = T/T,|) + In(JB./(2)) (1.127)

Korrelationslinge

Aus dem Verhalten von (0(g,0)0(x,n)) findet man fiir grofe N in HTP

égrp = —V2In(sinh(2J6)) (1.128)
und in LTP
érp = 2V/21n(sinh(2J6)) (1.129)
1.6.2 Approximative Losung
Suszeptibilitit
Zunéchst sei das Ergebnis aus einem Artikel von Wu et.al genannt [72]
XxT = Cox|l = T./T|7* + C1a|1 = T./T|¥* + 0Q1) (1.130)
wobei
Co+ = 0.9625817322 ... (1.131)

Co- = 0.0255369719 ...
Ciy = 0.0749881538 .-
C;_ = —0.0019894107 ---

Man beachte |Cyy/Co—| = |C14/Ci—| = 37.69365 - - - . Die Indizes + und — beziehen sich
jeweils auf HT'P (+) bzw. LTP (—). Die correction to scaling ist offenbar w; = 1.

Die folgende Padé-Approximation hat sich in HTP als sehr brauchbar erwiesen [73],
ebenso die darauffolgende Approximation von Essam und Fisher in LTP [74]:

TP T~ [(1.0 + 4.4331741w + 6.6323991w? + 4.7961072w> + 1.7261877w*
—0.33157888w° — 0.57263274w’ — 4.3028266w")
(1.0 + 2.1474598w — 3.1740397w? — 11.015221w® — 13.264413w*
—9.5895365w° — 6.7966830w’ — 9.7192691w")7/* |
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wobei w = tanh(5J).
In LTP ist

TP~ 402 (1 +y hnu") (1.132)
n=1

mit u = e %/ und h,, wie folgt:

n  hy h!,

1 8 8

2 60 60

3 416 416

4 2791 2791

5 18296 18296

6 118016 118012

7 752008 751944

8 4746341 4745661
9 29727472 29721472
10 184968932

wobei die letzten beiden Zeilen von h,, 8 und 9, sowie die Spalte h;, wiederum aus [72]
stammen.

Der Vollstandigkeit halber sei der Artikel von Sykes et. al. fiir xgrp erwihnt [75]. Die
darin enthaltene Approximation stammt aus einer Hochtemperatur-Entwicklung.



1.7 Kritische Exponenten — Ubersicht <
Modell @ I} vy ) 7 v Be Quelle
MF 0 (d) 1/2 1 3 0 1/2 [8]
Landau 0 (d) 1/2 1 3 8]

Trikritisch 1/2 1/4 1 ) [13]

Gaufs 0 1/2 [13]

PyS gnz Li o 5

(n+2)(n2+23n+60) 2
+ 8(n+8)3 €

2D-Ising 0 (1) 1/8 7/4 15 1/4 1 In(v/2 +1)/2 8]

2D- Potts (q—3) 1/3 1/9 13/9 14 4/15 5/6 [9]

9D-Potts (q—4) 2/3 1/12 7/6 15 1/4 2/3 [9]

3D-Ising (sc 0.1115(37) [76] 0.3269(6) [77] 0.6308(10) [76] 0.2216544(3) [77]

3D-Ising (bcce) 1.322(3) 78] 0.674(2) (78] 0.320427(3) (78]

3D-Ising (RG) 0.1080(35) 0.3260(8) 1.2406(12) 0.0334(19)  0.6307(12) [79]

3D-XY -0.0120(35) 0.3470(8) 1.3177(15) 4.8 [9] 0.0351(18) 0.6706(12) 79 |

Helium am Lambda Punkt -0.01285(38) 62] | 5

3D-Heisenberg -0.122(5) 0.3663(13) 1.3893(29) 0.0358(16)  0.7073(16) [79] |
=

Tabelle 1.1: Diese Tabelle ist sicherlich unvollstindig und nicht ganz aktuell, die Exponenten sind daher nur als mehr oder weniger gute Richtwerte =
zu verstehen. Negative Exponenten fiir o fiihren zu einem cusp, einer endlichen Spitze mit cy = cgo — |T — T.| ™. :

2
c
Z
o
vy
&=
D)
&~
-
=
=
=
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1.7.1 Kritische Exponenten in KT-Phaseniiberginge

Die kritischen Exponenten des XY-Modells sind temperaturabhéngig [31]. Sie lassen sich
jedoch umdefinieren, um sie mit den anderen vergleichbar zu machen. Die Definitionen
sind wie folgt [30]:

& o exp(bt™) t=(T-T.)/T. >0
= 00 t<0

X £2n t>0
= 00 t<0

M o« A t=0

wobei sich v = 1/2, n = 1/4 und § = 15 ergibt und damit in dieser neuen Definition die
Exponenten des 2D-Ising. Die oben erwdhnten Skalengesetze werden umgeschrieben zu
[30]:

¥y = 2-19 z

a = —-d = ¢

5 d+2—n v
d—2+n

womit sich ¥ = 7/4 jedoch a = —2 ergibt.
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Kapitel 2

Numerische Methoden

Um fiir ein gegebenes System mit gegebenen Hamiltonian die Zustandssumme zu berech-
nen, 148t sich in der Regel nicht der gesamte Phasenraum integrieren, einfach weil er viel
zu grok ist. Eine Zustandssumme hat die Form

Z=Y) e fHa | (2.1)

qed

wobei die Summe iiber alle Konfigurationen g des Phasenraums @ lduft. Der Erwartungs-
wert einer Observablen A 148t sich dann schreiben als

(4) = 23 Alg)e MO (2.2)
qed

Wenn die Summe nun zwar nicht iiber den gesamten Phasenraum ausgedehnt werden
kann, legt Gleichung 2.2 nahe, nur diejenigen Konfigurationen zu betrachten, bei denen
das (Boltzmann-)Gewicht e~ ") groR ist. Das ist das Konzept des importance samp-
ling. Es mufs jedoch vermieden werden, alle Konfigurationen auf ihr Gewicht hin zu
durchsuchen. Diese Arbeit wird am bequemsten von einer Wahrscheinlichkeitsverteilung
tibernommen: Wenn die Konfigurationen mit einer ((Gibbs-)Wahrscheinlichkeitsverteilung
e~"(9) /Z erzeugt werden, ist das Ziel erreicht. Monte-Carlo ist der Uberbegriff einer
ganzen Reihe von Algorithmen, um diese (iiblicherweise Gibbs-) Verteilung approximativ
Zu erzeugen.

2.1 Markov-Ketten

Den passenden Formalismus zum Verstdndnis der hier dargestellten numerischen Methoden
bieten die sog. Markov-Ketten. Ein Proze heifft Markov-Kette, wenn er die Markov-
Bedingung erfiillt [80]:

P(Xn =S | XO = X(),Xl = X1, 7Xn—1 = xn—l) = P(Xn =8 | Xn—l = xn—l) y
(2.3)

d.h. dak die Wahrscheinlichkeit fiir eine Zufallsvariable X,, den Wert s anzunehmen nur
vom Wert der Zufallsvariable X, _1 abhéngig ist. Die Intention ist, eine Zufallsvariable zu
betrachten, die sich in der Zeit entwickelt, deren augenblicklicher Wert aber nur von ihrem
vorherigen Wert abhéngt.

45
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Ist dartiberhinaus die Wahrscheinlichkeit in (2.3) unabhingig von n, also P(X, =
s | Xpn-1 =%p-1) = P(Xp_1 =s | Xp_2 = Xp_2) nennt man die Markov-Kette homogen
und es 148t sich eine Ubergangs- oder Wahrscheinlichkeitsmatrix W formulieren:

Wij) =PXny1 =1 Xn=j) (2.4)

also die (bedingte) Wahrscheinlichkeit vom Zustand j in den Zustand i iiberzugehen.! Ein
solcher Zustand wére eine Konfiguration g im oben erwdhnten System (2.1), ein Ising—
Modell mit N Plitzen und daher 2V Zustéinden benétigte fiir die Darstellung in einer
solchen Matrix 22V Eintriige. Interessant ist diese Betrachtungsweise daher ausschlieflich
fiir verallgemeinerte Untersuchungen, die nun an endlichen Markov-Matrizen vorgenommen
werden sollen.

Die soeben definierte Matrix W hat die Figenschaft

ZW(,-j) =1 . (2.5)

Daher auch

> W= Y Wonai=Y a> Wriy=> a - (2.6)
% % k %

k k

Die Eigenschaft (2.5) iibertrégt sich auf jede Potenz von W. Mit der Potenz der Matrix
erhélt man einen Ausdruck fiir die Zeitreihe oder zeitliche Entwicklung einer Wahrschein-
lichkeitsverteilung qy = Wtqo.

Die folgenden Untersuchungen der Markov-Matrix sind nicht streng mathematisch, bie-
ten jedoch eine gute Grundlage, das Monte-Carlo-Verfahren zu verstehen.

2.1.1 Voraussetzungen fiir die Konvergenz

Wenn es moglich ist, eine sehr einfache Markov-Matrix zu realisieren, ohne sie explizit
darstellen zu miissen, wére es von wesentlicher Bedeutung zu wissen, ob und unter welchen
Bedingungen die Folge der Potenzen der Matrix W gegen eine Ubergangsmatrix W kon-
vergiert. Man kénnte dann eine Ubergangsmatrix W durch ausreichend hohe Potenzen
der einfachen Matrix W realisieren.

accessibility — Ergodizitit

Die Annahme, daf es zu jedem Zustand einen Zugang geben mufs, nennt man accessibility
assumption (8. Hier wird diese Annahme benétigt, um zu zeigen, daf nach k Zeitschrit-
ten die Matrix nur noch aus nicht verschwindenden, positiven Elementen besteht. Dazu
wird angenommen:

AV e, >0 . (2.7)

Wiij) K(ig)

Man bendétigt also maximal k;; Zeitschritte, um mit nicht verschwindendere Wahrschein-
lichkeit vom Zustand j in den Zustand ¢ zu gelangen. Da die W(;;) nicht negativ sind,
bleibt diese Eigenschaft fiir alle hoheren Potenzen erhalten. Da die Matrix endlich ist,
existiert damit ein x, so daf fiir alle W;; gilt (W*);;) > 0.

'Tn der Literatur wird gelegentlich auch W(;i), also die Transponierte, notiert.
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Accessibility und Ergodizitét fallen auf den ersten Blick zusammen. Jedoch bedeutet
strenge Ergodizitdt noch wesentlich mehr: Bei konstanter Energie werden alle Zustidnde
gleicher Energie mit der gleichen Wahrscheinlichkeit erreicht [8]. Dies ist nur fiir die aller-
wenigsten Algorithmen {iberhaupt nachweisbar, denn méglicherweise hingen die Gebiete
gleicher Energie nicht zusammen?, sondern sind durch Energiebarrieren voneinander ge-
trennt. Ergodizitdt und die Ergodentheorie ist ein Gebiet fiir sich und soll hier nicht
weiter interessieren [81, 82].

detailed balance

Fiir die zweite Bedingung ist der Titel Abschnitts ,Voraussetzungen fiir die Konvergenz"
irrefithrend, denn es handelt sich bei der detailed balance oder der Mikroreversibilitét
nicht um eine Bedingung, die sicherstellt, daft die Matrix konvergiert, sondern - wie gezeigt
werden wird - um eine die den ,Grenzwert® der Matrix festlegt:

PiWijy = bW, (2.8)

wobei die p die Wahrscheinlichkeitsverteilung représentieren, gegen die eine initiale Wahr-
scheinlichkeitsverteilung unter der Evolution durch W konvergieren soll. Es ist daher kon-
sequenterweise zu erwarten, daf W so aussehen wird:

pr P - D1
P2 P2 -+ D2

ST (2.9)
PN DN -+ DN

Dann wire mit W(;;) = p; die Bedingung (2.8) tatséchlich erfiillt.

2.1.2 Konvergenz

Nun soll das Konvergenzverhalten von W untersucht werden. Die hier dargestellte Form
stammt in wichtigen Teilen aus [83].3 Kurz die Umrisse des folgenden Konvergenzbeweises:
Zunichst wird gezeigt, daf das minimale Matrixelemente in einer Zeile wéchst und das
maximale Matrixelement schrumpft. Die eigentliche Miihe besteht dann darin, zu zeigen,
dak beide gegen einen gemeinsamen Grenzwert laufen, indem eine Nullfolge als Majorante
ihrer Differenz konstruiert wird.

Sei nun also my(n) = min; Wi und My(n) = max; W(;)- Dann gilt

(nt1) _ n
W(Icl) =2 W(ki)w(z'l)
mip(n+1) >mg(n) und Mg(n+ 1) < Mg(n)
2 Wiy =1
(2.10)
Das ist sofort einzusehen, wenn man sich vorstellt, dafs bei jeder Anwendung der Matrix

W auf W™ deren einzelnen Elemente nur neu gewichtet werden. Wegen myg(n) < Mg(n)
miissen beide einen endlichen Grenzwert erreichen, der jetzt gesucht werden soll.

Ein lokaler Algorithmus auf dem Ising-Modell in LTP wird immer erst eine gewisse Wandenergie
aufbringen miissen, um die Magnetisierungsrichtung zu wechseln. Es kann daher gar nicht ergodisch sein.
3Es handelt sich im folgenden dabei letztlich um den Beweis des Satzes von Perron—Frobenius [80].
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Zunichst wird definiert

max > [Wiry — Wikl - (2.11)

Wegen 2min{z,y} = z +y — |z — y| ist dann

TW)=1- rrz;’ij_nzk:min{W(ik), Wik} - (2.12)
Aus Wy > 0 folgt damit 0 > 7(W) > 1. Spiter soll genau dieses 7 Majorante der
Differenz My(n) — my(n) werden.

Sei nun z = Wiw mit einem beliebigen Vektor w. Dann ist fiir je zwei Elemente h
und A’ dieses Vektors

Zp — Zp = Zujwj mit  u; = Wiip) — Weny - (2.13)
J

Mit (2.5) ist }-;u;j =0, und es lassen sich sinnvoll zwei Mengen von Indizes definieren:

J> = {ilu; 20} (2.14)
J< = {jlu; <0} . (2.15)

Nun wird 6 definiert, die Summe der positiven Differenzen u;:

0 = D ui=> |ul (2.16)

JEI> JEI>
JeEI< Jel<
1 1
= 52wl =5 Weny — Wiml - (2.18)
J J

Mit diesem @ lafst sich jetzt die Differenz z, — z, abschétzen:

Zjej}> |u]| Zjej}< |u]|
< f(max w; — minw;) (2.20)
2 2
< T(W)(maxw; — minw;) . (2.21)
(] (]

Da dieser Ausdruck fiir beliebige aber feste h,h’ wahr ist, gilt er insbesondere fiir die
spezielle Wahl z;, = max; z; und zp = min; z;. Daher gilt:

max z; —minz; < 7 (W)(maxw; — minw;) . (2.22)
] 2 ] ]

Die Eigenschaft (2.22) 1aft sich problemlos auf W™ iibertragen. Wahlt man nun fiir z
die kte Zeile von W™, erhélt man mit max; z; und min; 2; die oben definierten My(n) bzw.
m(n) und mit (2.22) dann die Eigenschaft

Mi((v 4+ 1)n) — my((v + 1)n) < T(W"™) (Mg (vn) — my(vn)) . (2.23)
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Verwendet man nun die Definition von % (2.7), dann ist 7 (W (k) < 1 fiir alle & > 0.
Durch wiederholtes Anwenden von (2.23) wird:

Mi((v+ 1K) —mg((v + k)
T(W™) (M (vn) — my(vn))
T2(W™) (My((v — 1)n) — my((v — 1)n))
T (W") (Mg(n) —mg(n)) . (2.24)

INIAIA

Wegen 7 < 1 wird die Differenz zwischen Maximum und Minimum in den einzelnen Reihen
der Matrix W also nach und nach abnehmen. In einer etwas weniger strengen Schreibweise
kann man diese “Grenzmatrix” dann mit W notieren und es gilt:

WOC.OZ) - W(OI;;) fur al].e Z,] )

(W) g = (VW) g,

2 Wik =1

Damit ist nun klar, dak die Matrix konvergiert und wie die Matrix aussieht, gegen die
sie konvergiert:

(WWOO)(kl) = ZZ W(c;cc;)W(il)
Weo, fiir alle I, j

-~

Wy W - W
12')2 ’(IJQ 12')2

we=| "~ . . (2.26)
'J)N 'LT)N 'J)N

Mit der Mikroreversibilitat (2.8) ist dann ), ;a0 = Y, pw; und das bedeutet zusammen
mit (2.5) w; = p;. Die Eigenvektoren von W sind leicht gefunden:

P1 1 1 1
D2 -1 0
ﬁ3 ) O ) -1 y T O (227)
DN 0 0 —1

mit den Eigenwerten 1,0,0...,0. Wegen (2.25) WW > = W ist der erste Eigenvektor
auch Eigenvektor von W.

Damit ist gezeigt: Die Markov-Matrix konvergiert, sofern sie die accessibility assump-
tion (2.7) erfiillt, gegen eine Matrix, die unabhéngig von den Anfangsbedingungen eine
Wabhrscheinlichkeitsverteilung geméf der detailed balance (2.8) produziert. Diese Eigen-
schaft begriindet Monte-Carlo als numerisches Verfahren: Sind Bedingung (2.7) und (2.8)
erfiillt, konvergiert die Verteilung der Zustande immer gegen die in detailed balance (2.8)
verwendete Verteilung.

Korrelationszeit

Zunichst sollen die oben erhaltenen Resultate noch weiter ausgebaut werden: Es ist klar,
dak die Matrix W einen Eigenwert 1 hat. Welche Eigenwerte hat sie aufserdem? Rayleigh’s
Theorem [8] sagt, daf das Produkt [uWul| fiir |u| = 1 maximiert wird durch den Eigenvek-
tor zum grofsten Eigenwert. Da die Eigenvektoren senkrecht aufeinander stehen, muf jeder
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Eigenvektor # P negative Elemente enthalten. Da aber W nur nicht-negative Elemente
besitzt, kann [uWu| niemals mit einem Vektor mit negativen Elementen maximal werden.
Also wird [uWu| durch p maximiert und daher ist der grofte Eigenwert 1. Alle anderen
Eigenwerte ); sind A; < 1. Und sie sind sogar echt kleiner als 1, weil der grofte Eigenwert
einer positiven Matrix nicht entartet sein kann, also A\; < 1.

Nun soll die Korrelationszeit 7 eingefiihrt werden. Dazu wird zundchst die Autokorre-
lationsfunktion definiert. Sie lautet fiir eine Observable A [84, 85]:

bualy = DA~ 8

wobei (A(0)A(t)) bedeutet, daf tiber das Produkt der Observable zu einem Zeitpunkt und
t Zeitschritte spater gemittelt werden soll. Die Normierung sorgt fiir ¢44(0) = 1. Weil
limy 00 (A(0)A(2)) = (A(0))(A(2)) ist limy oo Ppaa(t) = 0. Erwartet man fiir ¢44(t) einen
exponentiellen Abfall, also daa(t) = e™*/7, dann ist 7 ~ >20° paa(t).

Die genaue Analyse der Frage, wie 7 und die Eigenwerte der Matrix zusammenhéingen,
ist recht ermiidend und das Ergebnis liegt auf der Hand: die Korrelationszeit wird vom
groften Eigenwert bestimmt, der kleiner ist als 1. Jedoch tauchen die verschiedenen Ei-
genwerte in ¢44(t) in der Form Y, a;e "t/ auf, und es ist dann auch

(2.28)

Terf B Y paalt) > Tia; (2.29)
0 i

Da die a; mit ), a; = 1 von der Observablen abhéngen, wird man daher fiir verschiedene
Observablen auch verschiedene effektive Korrelationszeiten messen.

2.2 Monte-Carlo-Algorithmen

In den folgenden Abschnitten werden die Algorithmen vorgestellt, die in dieser Arbeit
Verwendung fanden. Es wurde darauf verzichtet, den gesamten Code aufzulisten, da das
gesamte Paket etwa 40.000 Zeilen umfafst.

Zunichst jedoch noch einige allgemeine Grundlagen zu Monte-Carlo.

2.2.1 Allgemeines

Oben wurde bereits dargestellt, dal mit der detailed balance (2.8) sichergestellt werden
kann, daf eine Folge von Potenzen einer Wahrscheinlichkeitsmatrix gegen eine andere kon-
vergiert. Fiir den expliziten Fall der Boltzmann-Verteilung ldft sich (2.8) umschreiben:

W(U _) 0',) . ﬁo.l _ e_/B(Ea’_EO')

R 2.
W' = o) po ’ (2.30)

wobei E, die Energie des Zustand o bezeichnet und W (o — ¢') die Ubergangswahrschein-
lichkeit vom Zustand o zu o’.

Anhand der Mastergleichung [85] liest man sofort ab, daf die detailed balance die
Wahrscheinlichkeit p,/(t) zeitlich konstant werden 1aft:

d . R .
0o (1) = > W(o' = 0)po (t) = W(o = 0')ps(t) =0 . (2.31)
a—l
Eine solche Wahrscheinlichkeitsverteilung wird oft realisiert, indem mit einer Aus-
wahlwahrscheinlichkeit oder selection probability eine neue Konfiguration erzeugt
wird und mit der acceptance probability oder dem acceptance ratio [86] angenommen
wird.
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Korrelationszeit

Wesentliches Qualitdtsmerkmal von Monte-Carlo-Algorithmen ist ihre Korrelationszeit.
Diese héngt wie bereits erwdhnt von der betrachteten Observablen ab, jedoch natiirlich
auch vom Modell selbst. Man beobachtet dariiberhinaus ein critical slowing down,
bei dem die Korrelationszeit in der Ndhe der kritischen Temperatur enorm ansteigt. Im
thermodynamischen Limit divergiert sie mit dem dynamischen Exponenten z [86]:

T [T =T ™ . (2.32)

Die bisher angegebene Korrelationszeit wird in sample-Anzahlen gemessen, also als Zahl
von samples, die erzeugt werden muf, damit die Korrelationsfunktion (2.28) auf 1/e abféllt.
Bei sequentiellen Algorithmen, wie dem unten beschriebenen Metropolis- oder Heatbath-
Verfahren heifen diese Zeitschritte auch sweeps. Diese Einheit ist allerdings fiir die Pla-
nung einer Simulation unbrauchbar, denn hier ist die CPU-Zeit die limitierte und limitie-
rende Ressource, und es miissen méglichst viele unabhéngige samples pro CPU-Zeiteinheit
erzeugt werden. Am Ende dieses Kapitels sind einige Korrelationszeiten exemplarisch mit
CPU-Zeiten aufgelistet (s. Tabelle 3.5).

Veridnderte Autokorrelationsfunktion

Die Definition (2.28) birgt eine gewisse Schwiche: Bezeichnet t,q, die Zahl der erzeugten
samples, dann gehen im ersten Term des Zahlers die Werte der Observable A vom Zeitpunkt
1 bis t sowie t;qe —t + 1 bis ez nur einmal ein, withrend sie im (A)? alle Werte zweimal
eingehen. Bei langen Korrelationszeiten kann sich dieses Ungleichgewicht tatséchlich syste-
matisch bemerkbar machen und man erhélt starke Fluktuationen und sogar einige Werte
da4(t) < 0. Gutmiitiger verhélt sich dagegen die Definition [87]

_ (A0)A®)) — (A)o(A)s

daa(t) = (A7) — (4)? (2.33)
mit
| tmasct
(Ao = PE— ; A; (2.34)
1 tmam
(A = —— > 4 . (2.35)
maz 14t

Auch wenn sich diese modifizierte Definition bewdhrt hat, wird auch hier die Bedingung
daa(t) > 0, wie man es sich erhoffen wiirde, nicht notwendig erfiillt.

Unabhingige samples

Die Korrelationszeit 7 geht in die Berechnung der Fehler ein, wenn die Zahl der unab-
héngigen Samples abgeschitzt wird. Wenn N Samples mit einer Korrelationszeit 7 erzeugt
wurden, dann ist die effektive Zahl unabhéngiger Samples [85, 88|:

N =N/@2r+1) . (2.36)
Der Schiitzer fiir den Fehler des Schiitzers des Mittelwertes A = va A;/N ist dann:
AA = /s2(A) (2.37)
wobei

s2(A) = %Z(Ai—fi)? : (2.38)
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In Abschnitt 2.3 wird die Fehlerrechnung jedoch noch genauer besprochen.

Anmerkungen zur Systemgrofie

Die Grenzen einer Monte-Carlo-Simulation liegen in der Simulationszeit und damit vor
allem in ihrer Systemgrofe. Auf den ersten Blick skaliert die Laufzeit eines Algorithmus
typischerweise mit dem Systemvolumen. L&fst man einmal aufler acht, daf sich im FSS die
Korrelationszeit mit dem Volumen verdndert, ist das zumindest die Zahl der produzierten
unabhéngigen Samples betreffend einleuchtend. Jedoch ist das Maf fiir die Qualitét ei-
ner Simulation nicht die Zahl der unabhéngigen Samples, sondern der relative Fehler der
ermittelten Schétzer der Mittelwerte. Fiir die Magnetisierungsdichte (M) ist mit (2.36)
dieser relative Fehler r [84] dann:

o [1 <J\/12>—<J\4>2]1/2 (2.39)

N (M)?

Der Term f = ((M?) — (M)?)/(M)? wird auch als relative Fluktuation bezeichnet. Sie
kann stark von der Systemgréfe abhdngen und man klassifiziert mit f o« L™% wie folgt:

e z = d: Starkes self averaging oder Selbstmittelung.
e 0 <z <d: self averaging
e = (: Kein self averaging

Setzt man nun eine fest vorgegebene CPU-Zeit an, dann ist mit N oc L=% und 7 o< L™

d+z—=x

roc L2 , (2.40)

wobei fiir N wiederum (2.36) verwendet wurde. Es ist wegen d + z — z > 0 klar, daf
man grofe Systemgrofien moglichst vermeiden will. Neben der einfachen Notwendigkeit
die corrections to scaling zu minimieren (s. 1.1.3), kann es jedoch im Falle der Verwen-
dung eines Parallelcomputers auch Vorteile haben, grofie Systeme zu untersuchen, weil es
glinstiger werden kann, wenn mehr Prozessoren das Problem bei relativ kleineren Rédndern
gleichzeitig bearbeiten kénnen.

2.2.2 Algorithmen

Nun sollen die Algorithmen diskutiert werden, die dazu verwendet wurden, die samp-
les zu erzeugen. Man unterscheidet grundsédtzlich zwischen lokalen und Cluster-
Algorithmen. Erstere operieren sequentiell auf einzelnen Spins, die sie nach bestimmten
Regeln verdndern. Letztere bilden zundchst Cluster von Spins, auf denen sie dann eine kol-
lektive Operation ausfithren. Die lokalen Algorithmen weisen die Vorteile auf, sehr leicht an
alle Modelle anpafsbar und ebenso leicht implementierbar zu sein. Thr Nachteil gegeniiber
den Cluster-Algorithmen ist ihre typischerweise deutlich grofere Korrelationszeit.

Metropolis

Der Metropolis-Algorithmus [89] ist der alteste und bekannteste Algorithmus und praktisch
universell einsetzbar. Der Ablauf 148t sich wie folgt beschreiben [8]:

e Erzeuge fiir den Spin i (zufillig) eine neue Konfiguration
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e Berechne die Energiedifferenz zwischen neuer Konfiguration (f) und alter (¢), AE =
Ef - E;

e Akzeptiere die neue Konfiguration, wenn sie energetisch niedriger liegt, ansonsten
akzeptiere sie mit Wahrscheinlichkeit P = e~ #(2F)

Der Algorithmus fithrt die oben beschriebenen Schritte sequentiell fiir alle Spins durch.
Wenn alle Spins bearbeitet wurden, ist ein sweep abgeschlossen, Die Wahrscheinlichkeits-
verteilung der neu ausgewédhlten lokalen Konfigurationen ist uniform, die Auswahlwahr-
scheinlichkeit also fiir alle globalen Konfigurationen gleich. Daher muft detailed balance
nur fiir die acceptance ratio erfiillt sein. Wenn die Energiedifferenz bei der Bearbeitung des
iten Spins AFE; ist, so ist die Wahrscheinlichkeit fiir eine bestimmte neue Konfiguration
nach einem sweep unter Auslassung der Auswahlwahrscheinlichkeit

N
W(S — %) = [[ min(1, e #AE)) (2.41)
%

wobei N die Zahl der Spins bezeichnet, AE; die Energiedifferenzen und ¥ bzw. ¥’ die
Konfiguration vor bzw. nach dem sweep. Fiir den umgekehrten Vorgang ist dann

N
W - 3) = [[min1,/50) 242
i
Wegen
. —B(AE;
mu-a(l,e AlAE:)) — o B(AE)) (2.43)
min(1, ef(AE))
ist mit

WESY)  _syVan

W o) (2.44)

die detailed balance erfiillt.

Offenbar erfordern (2.41) und (2.42) ein sequentielles Abarbeiten der Spins, damit die
Wahrscheinlichkeiten eindeutig sind und nicht Summen iiber alle denkbaren Pfade. Dann
aber werden im allgemeinen die AE; fiir den Hinweg und den Riickweg nicht mehr dieselben
sein, was zur Folge hat, dak sich (2.43) nicht mehr kiirzen 1a8t. Man kann das Problem
auf die Spitze treiben, indem man die géngige Implentierung des Metropolis-Algorithmus
fiir das Ising-Modell betrachtet. Statt die neuen lokalen Konfigurationen randomisiert
auszuwahlen, wird hier grundsétzlich der Flip vorgeschlagen. Damit wird der Algorithmus
deterministisch fiir den Fall, daf ein Flip die Energie absenkt oder unveréndert 1&£t, also
AE; <0. In Abb. 2.1 ist der Fall dargestellt, dafs es eine endliche Wahrscheinlichkeit fiir
die neue Konfiguration rechts gibt, aber keine M&glichkeit, in einem sweep von der rechten
Konfiguration zur linken zu gelangen. Die eingezeichneten Nummern geben die Ordnung
an, in der die Spins bearbeitet werden. Das Problem ist fiir den Ising-Fall nur besonders
augenscheinlich, ganz allgemein greift (2.43) nur dann, wenn sich {iber und unter dem
Bruchstrich die gleichen AFE; befinden. Dennoch funktioniert der Metropolis-Algorithmus
auch in der sequentiellen Variante. Dazu ist die detailed balance in

WE=Y) _ _sEy-5s)

— (2.45)
WX — %)
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zu dndern, wobei % eine zu X aquivalente Konfiguration bezeichnet, bei der die Reihen-
folge der Bearbeitung der Spins durch zweifaches Spiegeln invertiert ist, wie in Abb. 2.2%
dargestellt. Man erspart sich diese Probleme, wenn man lokale Algorithmen als Einzelspin-
Algorithmen betrachtet, bei denen nur alle N Evolutionsschritte eine Stichprobe der Ob-
servablen genommen wird.

3

+1 +2 +1
+3 +4 +3
Abbildung 2.1: Dargestellt sind vier Ising-Spins mit nidchster-Nachbar-Wechselwirkung.
Im sequentiellen halb-deterministischen Metropolis-Algorithmus ist die Ubergangswahr-

scheinlichkeit fiir den Ubergang von der linken zur rechten Konfiguration W # 0. Es ist
jedoch unmoglich von der rechten in einem sweep zur linken Konfiguration zu gelangen, weil

der erste Spin wegen AE; = 0 immer geflippt werden muf.
1 2’
4 —~— 3

W #0
47
+2 1

Abbildung 2.2: Durch zweifaches Spiegeln des Gitters ist die Reihenfolge der Abarbeitung
der Spins fiir den Riickweg die umgekehrte Reihenfolge des Hinwegs. Die Wahrscheinlichkeit
von rechts nach links iiberzugehen ist W # 0. Weil nach dem Umklappen des Spins 1’ der
Spin mit der Nummer 2’ geflippt werden mup, ist die Wahrscheinlichkeit fiir den Ubergang
von links nach rechts nun W = 0.

l

%
o ¢

Heatbath

Der Heatbath-Algorithmus (HB) [70] ist ein weiterer lokaler, typischerweise sequentiell
implementierter Algorithmus.® Der Unterschied zum Metropolis-Algorithmus besteht in

4Auf den ersten Blick ist es verwunderlich, da® in Abb. 2.1 der Weg von rechts nach links durch die
lokale Konfiguration von Spin 1 versperrt ist und in Abb. 2.1 durch 2’ = 3. Bei genauerem Hinsehen
findet man, daf in beiden Abbildungen 2’ = 3 und 4’ = 1 blockieren. Allgemein sollte sich zeigen lassen,
daf W - X)) =0 W(E — ¥) =0 W' — %) = 0 genau dann auftritt, wenn eine lokale
Konfiguration in ¥’ und X gleich ist, aber auf dem Weg ¥ — % die umgeklappte Variante energetisch
tiefer oder dquivalent liegt, also AE < 0. Da die lokale Konfiguration in ¥’ und X gleich ist, ist sie auch in
¥ und ¥ gleich und es ist auch auf diesem Pfad AE < 0, was dann auch hier fiir wW(E — b ) = 0 sorgt.
Beide Pfade scheitern spitestens an exakt derselben lokalen Konfiguration.

®Bei den beiden hier vorgestellten lokalen Algorithmen kommt selbstverstindlich auch eine randomi-

sierte Reihenfolge bei der Bearbeitung der Spins in Frage.
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erster Linie darin, daf neue Konfigurationen nicht erst erzeugt und dann akzeptiert oder
abgelehnt werden, sondern gleich geméfs ihrer Wahrscheinlichkeitsverteilung erzeugt wer-
den,

efﬂEzf
ZE” e—ﬁEEH ’

wobei die Eyy die innere Energie der Konfiguration X' bezeichnen. Diese Konfiguration
unterscheidet sich von ¥ nur durch die Verédnderung in einem einzigen Spins, und daher
erfolgt die Summation im Nenner auch {iber alle lokalen Konfigurationen eines einziges
Spins. Im Falle des 2D-Ising besteht die Summe beispielsweise aus nur zwei Termen.
Da die Exr von den jeweiligen lokalen Umgebungen des betrachteten Spins abhéngen,
ist insbesondere die Summe im Nenner ebenfalls von diesen Umgebungen abhingig. Im
Algorithmus kann daher nicht einmal zu Beginn der Nenner berechnet werden, sondern mufs
immer wieder neu berechnet werden. Das fiithrt zu gewissen numerischen Schwierigkeiten,
die im Anhang A.1 eingehender diskutiert werden.

Der grofe Vorteil des Heatbath-Algorithmus findet sich schon in der obigen Darstellung
der Wahrscheinlichkeit fiir eine neue Konfiguration ¥’ (2.46), bei der die neue Orientierung
des betroffenen Spins nicht von seiner alten abhingt. Daher sind deutlich kiirzere Korre-
lationszeiten als im Metropolis-Algorithmus zu erwarten. Im Falle von Ising-Spins ist der
Heatbath-Algorithmus dennoch unterlegen (s. Tabelle 3.5), weil er eine geringe Akzeptanz-
Wabhrscheinlichkeit hat (s. Abb. 2.4). Fiir n > 2 (XY, Heisenberg etc.) gewinnt er aber
gegeniiber dem Metropolis-Algorithmus.

Dafs der HB-Algorithmus die accessibility assumption erfiillt, ist klar, da in einem
einzigen sweep jede andere Konfiguration erreichbar ist. Auch die detailed balance ist mit
(2.46) auf die gleiche Weise erfiillt und problematisiert (die Normierungen miissen sich
wegheben) wie beim Metropolis-Algorithmus.

W(E oY) = (2.46)

Swendsen- Wang-Algorithmus

Der Swendsen—Wang—, kurz SW-Algorithmus [90, 91], ist der Prototyp der Cluster—
Algorithmen. Statt lokal auf den Spins zu operieren, werden alle bonds bearbeitet. In
Abhéngigkeit von ihrem augenblicklichen Beitrag zur totalen inneren Energie wird ein
bond zwischen zwei Spins S; und S; mit einer bestimmten Wahrscheinlichkeit ,aktiviert*:

P =1 — exp(min{0, —2J 8S;S;}) , (2.47)

Das bedeutet, daf fiir J > 0 nur bonds zwischen gleich orientierten Spins méglich sind. Die
aktivierten bonds bilden nun Cluster auf dem Gitter und fiir diese Cluster wird nun zuféllig
eine neue Konfiguration erzeugt. Detailed balance und accessibility assumption sind fiir
diesen Algorithmus erfiillt [90].

Der wichtigste Nachteil dieses Algorithmus: Er ist nur auf Potts—Modelle anwend-
bar. Das umfafst immerhin das Ising—Modell als 2—state—Potts—Modell. Dennoch ist sein
Anwendungsbereich extrem eingeschréinkt was insofern sehr bedauerlich ist, als daf die
Korrelationszeit bei diesem Algorithmus in LTP wie in HTP auf einen Bruchteil der Kor-
relationszeit der lokalen Algorithmen abfillt.

Wolff —Algorithmus

Der Wolff-Algorithmus [92, 93] beruht auf dem SW—-Algorithmus. Auch er aktiviert bonds
im Gitter mit der o.g. Wahrscheinlichkeit, sucht dann aber zufillig einen Cluster heraus
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und fiihrt auf ihm eine Symmetrie-Operation R aus. Die Operation R ist in [92] explizit als
Spiegelung angegeben, aber zur Erfiillung von detailed balance und accessibility assumption
ist es zunéchst lediglich notwendig, daft mit der Operation R jede lokale Spinkonfiguration
erreichbar ist und daf R? = 1.

Von besonderer Bedeutung ist, daft die Anwendung des Wolff—Algorithmus’ nicht auf
Potts—Modelle beschrinkt ist. Mit entsprechender Wahl von R, ndmlich Spiegelung der
Spin-Orientierung an einer zufilligen Ebene und zufélliger Spiegelungs- oder Identétsopera-
tion auf derjenigen der Chiralitdtsvariablen, ist es sogar moglich, den Wolff-Algorithmus
auf das Stiefel-Modell anzuwenden. Daneben verfiigt der Wolff-Algorithmus {iber einen
improved estimator 93] fiir die Korrelationsfunktion.

In einer realen Implementierung wird der Wolff—Algorithmus selbstverstédndlich nicht
erst das gesamte Gitter in Cluster einteilen, um dann nur eines der Cluster zu flippen. Er
sucht stattdessen zunéchst einen Spin und entwickelt das Cluster um diesen herum.

In HTP wird der Wolff—Algorithmus nach und nach ineffizient, weil das Cluster all-
méhlich zu klein wird. Umgekehrt wird der SW-Algorithmus vor allem bei grofien Gittern
in LTP ineffizient, weil er einen erhdhten Verwaltungsaufwand betreibt, um das gesamte
Gitter in Cluster zu zerlegen, und doch im wesentlichen nur einen sehr grofen Cluster
flippt. Der Hauptanwendungsbereich fiir den SW-Algorithmus ist daher HTP, der des
Wolff—Algorithmus LTP. Allerdings ist der Vorteil des SW—-Algorithmus gegeniiber dem
Wolff—Algorithmus in HTP typischerweise etwas grofer als umgekehrt der des Wolff—
Algorithmus gegeniiber dem SW-Algorithmus in LTP.

Korrelationszeiten exemplarisch

Die folgende Tabelle gibt die Korrelationszeiten von M und E in einem 100 x 100 Spins
grofen 2D-Ising in LTP (T = 2.2) und in HTP (7" = 2.4, jedoch 100 x 100) an. Zu beachten
ist insbesondere die Spalte ganz rechts, die die grofere Korrelationszeit normiert auf einen
Spin in realer CPU-Zeit angibt, um die effektive Leistung der Algorithmen abzuschétzen.

Man erkennt, daf die Cluster—Algorithmen deutlich im Vorteil sind. Der Vorsprung
des Wolff—Algorithmus in LTP gegeniiber dem SW-Algorithmus ist tatséchlich etwas ge-
ringer, jedoch héngen die Verhéltnisse natiirlich auch davon ab, wie weit von der kritischen
Temperatur entfernt die Simulation durchgefithrt wird. Fiir das Beispiel wurden die Tem-
peraturen so gewihlt, daf L =~ 10¢.

Algorithmus ‘ T ‘ Grofe ‘CPU—Zeit/us‘ ™ ‘ TH ‘7'7-//,1,8‘

Metropolis 2.20 | 100x100 | 1.496 24.23 | 8.05 | 36.25
Heatbath 2.20 | 100x100 | 1.669 50.36 | 13.28 | 84.05
Wolff 2.20 | 100x100 | 1.788 243 | 2.75 4.92
Swendsen—Wang | 2.20 | 100x100 | 3.205 3.57 | 3.87 | 12.40
Metropolis 2.40 | 100x100 | 1.508 33.75 | 6.31 | 50.90
Heatbath 2.40 | 100x100 | 1.708 93.20 | 11.26 | 159.19
Wolff 2.40 | 100x100 | 0.521 6.23 | 66.76 | 34.78
Swendsen—Wang | 2.40 | 100x100 | 3.281 1.20 | 2.91 9.55

Tabelle 2.1: Die Korrelationszeiten verschiedener Algorithmen. Die Angaben 73 und 7&
sind in sweeps, die Angabe 7,, die maximale Korrelationszeit multipliziert mit der CPU-
Zeit in ps (auf einem i586-200). Die CPU-Zeit ist normiert auf einen sweep und einen
Spin. Die Angaben iiber die Gittergréfie dienen daher nur der Vollsténdigkeit. Die Werte
dienen lediglich der Orientierung, welcher Algorithmus zu verwenden ist, Angaben zum
Fehler eriibrigen sich daher.
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2.2.3 Erzeugung von Zufallszahlen

Zufallszahlen werden an zwei Stellen verwendet: Zum einen zur Erzeugung neuer Kon-
figurationen, zum anderen bei der Akzeptanz mit Wahrscheinlichkeit. Da Computer de-
terministische Gerdte sind, werden Zufallszahlen ebenfalls auf deterministische Weise er-
zeugt. Natiirlich ist es von grofser Bedeutung, daf die Pseudo-Zufallszahlen ,so zufillig
wie moglich* verteilt sind, Kriterien dazu sind in [94, 95| angegeben. Jedoch zeigen selbst
sehr ausgefeilte, moderne Zufallszahlengeneratoren mitunter iiberraschende systematische
Fehler [96]. Als guter Kompromif§ zwischen Qualitdt und Performance wurde randi aus
[94] gewihlt.

2.3 Fehlerrechnung: Der Jackknife

Neben der Ermittlung von Schitzwerten fiir die gesuchten Observablen ist es von funda-
mentaler Bedeutung den Fehler der Schitzungen abzuschétzen.

Die Monte-Carlo Simulation erzeugt eine Stichprobe bestehend aus Konfigurationen.
Die Observablen werden fiir jedes Element dieser Stichprobe, also fiir jede Konfiguration
berechnet. Aus der Stichprobe ergeben sich Schitzer der Mittelwerte der Observa-
blen. An dieser Stelle ist es wichtig, zwischen Schétzer eines Mittelwertes z und exaktem
Erwartungswert (z) zu unterscheiden. Ein Schétzer heift unbiased, wenn fiir beliebige
Stichprobengrdfen der Erwartungswert des Schitzers den exakten Erwartungswert erzeugt:
(z) = (z). Ein Schétzer heift konsistent, wenn seine Varianz mit der Stichprobengrofe
n verschwindet [97]:

lim o(z) =0 . (2.48)

n—oQ

Die natiirliche Definition des Schétzers des Mittelwertes auf Grundlage einer Stichprobe
{(z)1,(z)2, -+ ,(x)n} der Groke N,

O
T=+ z;(a:), (2.49)

ist unbiased und konsistent, wobei die Schétzer der Standard-Abweichung oder des
Standard-Fehlers des Schétzers bereits in (2.37) angegeben wurde:

AF = /2F) (2.50)
wobei
2(7) = éfj« )i — ) (2.51)
Sw_]\Nf(N—l)Z. T); — 1T .

mit N als Zahl unabhéngiger samples. Dieser Schétzer der Varianz ist selbst unbiased. Als
Abschitzung des Fehlers ist die Varianz insofern geeignet, als daf im Falle einer Gauf-
Verteilung der wahre Wert der gesuchten Grofen mit einer Wahrscheinlichkeit von 68.3% in
einem Intervall von plus/minus einer Standardabweichung um den Schitzwert herum liegt
und im allgemeinen Fall iiber die Tschebyscheff-Ungleichung [98] mit einer Wahrscheinlich-
keit von 75% in einem Intervall von plus/minus zwei Standardabweichungen.

Komplizierter wird die Berechnung des Schéitzers fiir eine Funktion von Erwartungs-
werten. Als erste Ndherung &t sich Gaufi-Fehlerrechnung verwenden:

Af:i‘g—ﬁ‘Am‘%‘AZ+---+‘Z—£‘A5 (2.52)
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fiir eine Funktion f(a,b,--- ,z) von Mittelwerten a, b bis Z mit Fehlern Aa, Ab usw. Die
Gauld’sche Fehlerrechnung erzeugt jedoch deutliche Artefakte, wenn die Kovarianzen der
Mittelwerte nicht verschwinden. Ein triviales Beispiel ist f(a,b) = a —b. Der Schétzer fiir
den Fehler von f(a,a) ist dann 2Aa statt 0.

Eine Alternative bietet subsampling. Dabei werden systematisch Untermengen der
erzeugten Samples erzeugt und iiber diese Subsamples die Varianz des Schitzers der Funk-
tion geschiitzt.® Die einfachste Variante des subsamplings ist der Jackknife [99]. Zuniichst
wird ein neuer Schétzer der Funktion angegeben:

N
(P = 5 3 F(@si O, G)) (2:53)

wobei N die Zahl der Samples bezeichnet und (f); den Jackknife-Schétzer der Funktion
f{a), (b),--- ,(z)) der wahren Erwartungswerte. Die (a)s; bezeichnen die Schétzer fiir die
Mittelwerte (a) auf Grundlage des Subsamples . Diese Subsamples werden erzeugt, indem
das ite Element aus dem Sample entfernt wird. Der Schitzer (a)s; fiir einen Mittelwert
auf Grundlage dieses neuen Samples ist dann einfach

(@i = 5 ;(a)j - Na—leh (2.54)

Die Varianz wird nun geschétzt, indem direkt der Einfluft des iten Samples auf das
Gesamtergebnis berechnet wird. Der Jackknife-Schétzer fiir die Varianz der Funktion lautet
[100]:

(s*(N)g = —=— D (s = F((@) i, ®) i, , (2) ) - (2.55)

Man beachte den gegeniiber (2.51) verdnderten Vorfaktor. Fiir f(z) = z erhélt man durch
Einsetzen von (2.54) in (2.55) die alte Beziehung (2.51). Der Vorteil des hier angegebenen
Jackknife-estimator ist, daf sein Bias maximal o N~ ist [100]:

bias((f)s) = (f) = {f)) (2.56)

2
¢ i -3
N 2.
NI O 237

wobei <f> = f(<a>7 <b>a T <z>)

Alle Subsampling-Methoden sind sehr datenintensiv, weil die urspriingliche Stichprobe
unter Verwendung von (2.54) um ein Vielfaches aufgebliht wird. Die direkte Verwendung
der hier angegebenen Formeln wiirde es erforderlich machen, alle Observablen der erzeugten
Samples zu speichern. Das sind pro Sample bei einem Stiefel-Modell 2 x 8 Byte fiir den XY-
Ordnungsparameter, 4 Byte fiir den ganzzahligen Ising-Ordnungsparameter und weitere 8
Byte fiir die Energie. Bei drei Millionen erzeugten Samples bedeutet das ein Datenvolumen
von 80 MByte, das fiir jede Simulation erzeugt werden muf. Es sind daher in erster Linie
praktische Erwagungen, die Schétzer fiir kompliziertere Funktionen durch héhere Momente
der Observablen auszudriicken. Das dadurch erzeugte Bias ist maximal O(N2).

SEine etwas géngigere Methode des subsampling ist binning, bei dem die Stichprobe in disjunkte Teil-
mengen zerlegt wird und anhand der Streuung der Schitzer auf Basis der Teilmengen der Fehler abgeschétzt
wird.
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Als Beispiel fiir eine Abschitzung dieser Form, hier zunéchst im Detail der Jackknife-
estimator fiir f((z), (y)) mit f(z,y) = zy. Es ist mit (2.53) und (2.54):

N
N = 33 H(@)i ) (258)
N
= NZ(x)Ji(y)Ji (2.59)
_ 1\~ NE— (@) Nj— )
- Nzi: N-1 N-1 (2:60)
YN =124+ (N = DEG - ):) + 5E — (2);
_ %Z(N 1)°75 + (N (1J)V(_(yl)2(y))+y( (2):) (2.61)
(@ — (#):)(y — (v)i)
TNy
L N2 —F()i — G@)i | 1 = E— B ()i — U(@)i + (2)iy),
_ ‘”y+ﬁzi: ] ]\gyj y(x) +Nzi: y (y)(N?J_(l))2+( )i o)
= 5g4_€%;zéﬁé (2.63)

Entsprechend mit (2.55) die Berechnung der Varianz. So findet man fiir (s2(f)); fiir
fl@y) =z +y
1 —_—

(2(F)s = 7= (@ =7 + (* = ) + 235 — 7)) (2.64)

und damit fiir (s2(f(a,—a))); = 0, wie es im obigen Beispiel der naiven Methode nicht
erfiillt war.

Weitere Ergebnisse fiden sich im Anhang des Artikels [101] {iber das Ising-Modell auf
einem fraktalen Gitter. Das wichtigste Ergebnis in diesem Anhang sind die Gleichungen
fiir allgemeine Polynome in Mittelwerten:

_ 1,92 i
F(zy,z9, ,1,) = E Qjigeiy T] Tey * o Ty (2.65)
i1i2...iy
_ JR 5 R i
H(zi,z9, -+ ,3,) = E birigein T Ty == L)), (2.66)
i1i2"'iy
wobei die z; nun verschiedene Observablen bezeichnen. Um beispielsweise den Jackknife-

estimator fiir (M E) — (M)(E) zu berechnen, wire wie folgt zu identifizieren

ME — T
M — x5
E — I3

und entsprechend

aipo = 1
ap11 = 1

I
o

agjk sonst (2.67)
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Solche ,Felder* sind natiirlich fiir den Einsatz auf dem Computer pradestiniert. Das Re-
sultat fiir den Schétzer fiir F' bzw. F/H als Funktion von Erwartungwerten ist dann:

(F); = F=F(@1,33,,5,) + O(N?) (2.68)
<§>J - %—I—(’)(N‘Q) (2.69)

und fiir die Varianz
$2(F); = 1 Z aim___iyai,lig___i,ua(nﬂ"l)@(iﬁia)...g(iﬁz”y) (2.70)

ipig iy
il il .l
17851y
—_ N o~

y TieZi, — Ti Tgf,

PR —

K=1,2,---,v $imi;§
A=1,2,--- v
+ O(N7?)
H2s2(F F2s2(H
SQ(F/H)J — s ( )J+ S ( )J (271)

HA
]_ v N (3 N A3 N
B QW Z bi1i2---iuaillilg"'iLxl(Zl+Zl)$2(Z2+ZZ) T "I/'I/(ZV_H”) (2'72)

Q189 iy
J 0l
i iGiy,

P —~

ximxi& — .f(?im.'I)ilA

Y ki

K=1,2, v Lin Ll
A=1,2,--- v
)
+ O(N )

Der Beweis dieser Gleichungen befindet sich in Anhang B.

2.4 FSS

Das bereits in 1.1.3 erwéhnte finite size scaling (FSS) stellt die wichtigste und {iberaus
genaue Methode zur Bestimmung kritischer Exponenten dar. FSS wurde in dieser Arbeit
nicht verwendet, findet aber Erwdhnung, weil es sich um eine Standard-Methode handelt,
und einige Resultate im Kontrast zur Methode des FSS stehen.

Die Theorie des FSS geht auf die Renormierungsgruppe zuriick [102]. Ahnlich wie in
(1.34) wird fiir den singuléren Teil der Freien Energiedichte

f(L,t,h) = b~ f (b~ L, b¥ ¢, 9" h) (2.73)

angesetzt, wobei L die Systemgrofe und b der Skalenfaktor. Der Vorfaktor b~¢ ist auf die
hoéhere Dichte im renormierten System zuriickzufiihren. Fundamental bei diesem Ansatz
ist das erste Argument von f: Setzt man nun némlich b = L, dann wird

f(L,t,h) = L™U®(LY"t,bY"h) (2.74)

mit einer neuen Funktion ®(¢,h) = f(1,¢,h). Setzt man nun die Ergebnisse aus Abschnitt
1.1.4 ein, findet man bei A = 0 und ¢ = 0 mit x o % . und (1.38)

x oc LMY (2.75)
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oder mit y = 1/v
x < LY (2.76)

Entsprechend ergibt sich fiir andere thermodynamische Grofen

Cy X La/u (277)
<M2> x L’y/l/ (279)
(ME) — (M)E) 1 (2.80)

(M)

Man kann diese Ergebnisse bereits mit folgendem, naiven Ansatz erhalten: Am kri-
tischen Punkt wird das Verhalten des Systems von der divergierenden Korrelationslénge
bestimmt. Diese ist jedoch durch die Systemgrofe beschrinkt. Ersetzt man nun in den De-
finitionen der kritischen Exponenten (1.24) - (1.27) den Term |T'—T,| wegen & o |T' —T¢|™"
und ¢ — L durch den Term L=/, dann erhilt man ebenfalls das oben angegebene Skalen-
verhalten. Dieser Ansatz ist insofern unzureichend, als daf ihmzufolge das Skalenverhalten
im gesamten FSS-Bereich (s. Abb. 1.4) voll zu sehen sein sollte. Das ist jedoch nicht der
Fall. Abseits der kritischen Temperatur kommen deutliche Korrekturen zum Tragen. Der
Ansatz in [103] wonach einfach ¢'/¢ = L'/L korrigiert diesen Ansatz. Wesentlich eleganter,
jedoch physikalisch schwierig zu rechtfertigen ist der Ansatz in [39] wonach das Inverse der
Systemgrofe in einen Ansatz der Form (1.34) als relevante Skalenvariable mit Eigenwert 1
problemlos einzufiigen ist, solange der Hamiltonian am Fixpunkt kurzreichweitig bleibt.

Eine besondere Bedeutung fiir das FSS haben diejenigen thermodynamischen Grofen,
die invariant gegeniiber RG-Transformationen sind. Die wichtigste Grofe dieser Art ist die
Binder-Kummulante U:

(M*)
=1-——— 2.81
U (0% (2.81)
Am kritischen Punkt treten dann finite-size—corrections der Form [104]
U(L,T) = U* + ay(T — T,) LYY 4+ cy L™ + - - - (2.82)

auf, wobei w die correction to scaling bezeichnet wie sie in 1.1.3 besprochen wurde. Wenn-
gleich diese Korrekturen alle oben genannten Grofen betreffen, sollen sie hier nicht weiter
besprochen werden. Es ist jedoch klar, daff man auch im FSS kleine Systemgréfen zu
vermeiden versuchen wird.

Betrachtet man nun die Schnittpunkte zweier Systeme mit Grofen Ly und Lo, erhélt
man am Schnittpunkt T mit (2.82)

—w —w
. Cy Ll — L2

T,—T,=-—2L21_—~2
s aUL}/u_L;/V

(2.83)

Diese Gleichung ldft sich zur Bestimmung von T, anndhern. FEine populire, aber sehr
ungefdhre Naherung ist [105, 106, 107]

—w
()
T, — T, = _C_ULl—w—l/“L __Wy—e-yw, 1 g o)

e T AT L
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wobei 1 —z/¥ ~ %ln(m) und 1 —z7% = 1+--- verwendet wurde. Mit dieser Ndherung ist
es nun moglich, die Schnittpunkte eines Systems der Grofe Ly mit verschiedenen Systemen
der Groke Lo fiir Ly — oo zu extrapolieren.

Typischerweise werden die FSS-Gleichungen (2.76)-(2.80) zum einen auf den Wert der
thermodynamischen Gréfen bei T, angewendet, also

X(Te) o< L™ (2.85)

zum anderen auf die quasi-kritische Temperatur, bei denen die besprochenen Gréfen fiir
die einzelnen endlichen Systemgréfien maximal werden, also

X(TXmam) X L'Y/”u . (286)

Histogramm-Methode

Es ist gerade in Zusammenhang mit dem FSS hiufig notwendig, eine Simulation sehr ge-
nau bei einer bestimmten Temperatur durchzufiihren, etwa um die oben erwidhnten Schnitt-
punkte der Binder-Kummulante zu bestimmen. Eine Methode, die es erlaubt Simulationen
zu extrapolieren und damit Aussagen iiber die Observablen bei theoretisch beliebigen T' zu
erhalten, ohne zeitaufwendig simulieren zu miissen, ist die Histogramm—-Methode von
Ferrenberg und Swendsen [108, 109]. Das Prinzip ist beeindruckend simpel. Der Erwar-
tungswert fiir eine Observable bei Gy bzw. 3 ist gegeben durch

(A)(Bo) = sz‘(ﬁo)Ai (2.87)
(A)(B) = sz‘(ﬁ)Az‘ ; (2.88)

wobei die Summe iiber alle Zustidnde lduft. Die p; sind gerade der Boltzmann—Faktor, also

pi(B) e EiB Y e Bibo »
pi(Bo) e Difo Y e Eib (2.89)
— —ABE; Zz e Eibo (2 90)
= e ZZ e_Eiﬂoe_AﬂEi .
mit AB = 8 — [y. Wenn die p;(By) bereits als Verteilung n; bekannt sind, dann ist
pi(B) = n,-e‘AﬂEiM _ 2.91)

32 mie~A0F

Dieses p;(3) kann nun dazu verwendet werden, (A)(5) an theoretisch beliebigen Stellen zu
berechnen.

Man wird in einer konkreten Realisierung die n; nicht als Verteilung einzelner Konfigu-
rationen realisieren, da praktisch jede Konfiguration nur einmal auftritt, miifte man dazu
letztlich die Observablen aller samples zu speichern. Man verwendet stattdessen iiblicher-
weise Histogramme, bei denen die Summation iiber die Observablen bei gleicher Energie
bereits wihrend der Simulation durchgefiihrt wird. Wenn I(E) = {i1,42, " ,ip, } die In-
dizes i der Samples mit Energie im Intervall [E, E + AE] bezeichnen, dann &8t sich fiir
den Schitzer des Erwartungswertes schreiben:

Amp ~ ), Z Aipi (2.92)
2p (ZieIE Az‘”z‘) e 498

B B (ZiEIE ”z) emA0E Zz:nz ’ (299
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wobei die } 7, ;  bereits wihrend der Simulation durchgefiihrt werden kénnen. Geht AE —
0, wie man es in kleinen, diskreten Systemen machen kann, wird (2.92) exakt.

Beiden ), nie~ ¥ handelt es sich praktisch um Faltungen der simulierten Histogram-
me mit der Boltzmann—Verteilung und die Methode hat daher ihre natiirlichen Grenzen
dort, wo die Faltungssumme zu klein wird.

2.5 Dynamic scaling

Das dynamic scaling ist unmittelbar verwandt mit dem FSS. Wahrend das FSS auf ei-
ne Begrenzung der Korrelationslinge durch die Gittergrofe zuriickgefithrt werden kann,
ist die Korrelationsldnge im Falle des dynamic scaling durch die endliche Simulationszeit
begrenzt.”

Uber das kritische Verhalten der Korrelationszeit 7 oc |T' — Te|7*? und dem Ubergang
T — t, wobei ¢ nun die Simulationszeit als oberes Limit fiir die Korrelationszeit bezeichnet,
findet man fiir | T — T;| die Ersetzung ¢t~"/(*?). Damit wird wie oben in (2.76) - (2.80)

(M)(t) o t P/ (2.94)
x(t) o /2 (2.95)

(M%) o« " (2.96)
2

§M>z§;2 R (2.97)

Neben diesem naiven Zugang, lassen sich die genannten Gleichungen ebenfalls auf Er-
gebnisse der Renormierungsgruppe griinden. Danach zeigen Algorithmen vom Typ Modell
A [110], d.h. rein dissipative Relaxation, bereits im frithsten Stadium der Relaxation uni-
verselles kritisches Verhalten [111]. Vor allem Zheng hat diese Ergebnisse zur Bestimmung
kritischer Exponenten verwendet. Dabei sind zwei Zeitskalen von Bedeutung [112]: Eine
mikroskopische Zeit t,,;., die das System bendtigt, um die mikroskopischen Eigenschaften
der Wechselwirkung zu verlieren, d.h. die Zeit, nach der sein Verhalten mdoglicherweise
universell ist. Typisch sind hier 10-100 Evolutionsschritte. Die zweite, makroskopische
Skala, ist die Zeitskala des universellen Verhaltens im Gleichgewicht, ¢,,q.x o L?. Univer-
selle kritische Dynamik wird daher auf Zeitskalen > ¢,,;. und im Kurzzeit-Regime der
makroskopischen Zeit beobachtet. Typische Zeiten sind hier 50 — 10000 Evolutionsschritte.
Zu Beginn der Kurzeit-Dynamik beobachtet man bei nicht verschwindender Anfangsma-
gnetisierung critical initial increase des Ordnungsparameter, der mit dem Exponent
verbunden ist. Dieser Effekt wurde in dieser Arbeit nicht untersucht.

Zhengs Arbeiten [113, 114, 115, 116, 112, 117] beruhen allesamt auf der Annahme, daft
sich die Magnetisierung schreiben 13fst als

(M"™)(t, (T — Tv), L,mg) = b~/ (MFY(b%¢,6"/*(T — T.),b7'L,b®mg) ,  (2.98)

"Diese Darstellung hat jedoch einen erheblichen Nachteil: Die Korrelationslinge ist zunichst nur iiber
die Korrelationsfunktion erklart. Diese wiederum beruht auf Erwartungswerten, die nun jedoch nicht
mehr auf Grundlage der Gleichgewichts-Wahrscheinlichkeitsdichteverteilung im Phasenraum gebildet wer-
den diirfen, sondern mit neuen insbesondere zeitabhingigen Wahrscheinlichkeitsverteilungen, die wieder-
spiegeln, wie sich das System aus dem Ungleichgewicht heraus entwickelt. Man muf die zeitabhingige
Wahrscheinlichkeitsverteilung jedoch wie eine Gleichgewichts-Wahrscheinlichkeitsdichteverteilung im Pha-
senraum auffassen, und in diesem Bild ist schwer einzusehen, warum diese nun zu verdnderten, insbesondere
geringeren Korrelationen fiihren sollte. Ist die beobachtete zeitabhingige Wahrscheinlichkeitsdichtevertei-
lung im Phasenraum tatséchlich dergestalt, daf starke Korrelationen unwahrscheinlicher sind? Oder fiihrt
diese naive Definition der Korrelationsldnge doch zu deren Divergenz? Arbeiten zu dieser spannenden
Frage sind nicht bekannt.
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wobei mg die Magnetisierung bei ¢ = 0 bezeichnet. Dieser Ansatz 148t sich jedoch noch
verallgemeinern, indem man annimmt, daf der singuldre Teil der Freien Energiedichte wie
folgt skaliert:

FUT =To), h,t) =b"% f((T — Te) b%, h oY%, t)b7) . (2.99)

Diese Annahme ist konsistent mit denen von Zheng, enthdlt aber nicht mehr die initiale
Magnetisierung und kann daher auch nicht den initial increase erkldren. Dieser Ansatz wird
auch in Abschnitt 3.2 und 3.3 verwendet. Mit y; = 1/v [39] und yp, = d—B/v = (d+v/v)/2
(wobei das Josephson—law bereits impliziert wird) ergibt sich durch Ableiten nach dem
duferen Feld die spontane Magnetisierung

= af — p 4ty Yt z
= Tl =0 T (@ =T B, 0, 8/67) (2.100)

(M)
mit f, der Ableitung von f nach dem #uferen Feld. Mit der Wahl b'/% = ¢ ergibt sich dann
(M) = =P/ g, (T = T.) /) 0,1) (2.101)

was bei T' = T, iibergeht in
M o t7P/G) (2.102)

Auf die gleiche Weise findet man eine Reihe weiterer Relationen bei T' = T, so zum Beispiel

_ 9 7/ ()

Xt = 53 . x t (2.103)
_ N <A42> d/z

U, = 1 g o t (2.104)
_ dlog(M)| 1 (ME) o)

Ve = S| —m (—< > (M)) o t . (2.105)

Diese Gleichungen lassen sich allesamt aus (2.76) - (2.80) mit der Ersetzung L — ¢'/?
entwickeln.

Durch die Analyse dieser vier Grofsen erhélt man drei unabhéngige Exponenten-Briiche:
v/(vz), B/(vz) und 1/(vz). Der Bruch d/z ist mit U o x/(M?) o« t(+28)/(#2) auf Grund
des Josephson-law bereits enthalten und bietet keine neue Information.

Um den Fehler in der Analyse zu verringern, bietet es sich an, x gegen V; aufzutragen,
wobei

xt < Vi, . (2.106)

In einer doppelt-logarithmischen Darstellung x; gegen Vi, findet man dann « als Steigung.
Entsprechend verfihrt man mit (M) und erhélt 8. Eine direkte Analyse von Vi ergibt
leider nur 1/vz, und der eigentlich interessante statische Exponent v ist nur als Produkt
mit z zu beobachten. Der dynamische Exponent z ist von geringerem Interesse, weil er
wenig Physik enthélt und charakteristisch fiir den Algorithmus ist.

Kritische Dynamik hat gegeniiber FSS den entscheidenden Vorteil, ein rdumliches Ska-
lieren des Systems nicht notwendig zu machen. Dariiberhinaus wird aus ,einer Not eine Tu-
gend“, denn critical slowing down ist nun nicht mehr unerwiinscht, sondern notwendig zur
Beobachtung kritischer Exponenten [112]. Daher werden ausschlieflich lokale Algorithmen
wie Metropolis oder Heatbath eingesetzt [112, 115|. Es ist eine Erfahrungstatsache, daf
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Abbildung 2.3: Die doppeltlogarithmische Darstellung von (M); in Abhingigkeit von
der Zahl der MC-Evolutionsschritte. Der Heatbath—Algorithmus gelangt schneller in das
gesuchte lineare Verhalten (angedeutet durch die gestrichelte Linie), als der Metropolis—
Algorithmus. Die Daten stammen von einer Simulation des Ising—Modells auf einem
Sierpiniski-Teppich SC(5,0), bei T' = 1.508.

tmic fiir den Heatbath—Algorithmus kleiner ist als fiir den Metropolis—Algorithmus, jedoch
timakro ahnlich ist (s. Abb. 2.3). Daher ist es {iblich, fiir die Untersuchung dynamischer kri-
tischer Phénomene den Heatbath—Algorithmus zu verwenden. Zumindest im Ising—Modell
kann man diesen Vorteil mit ein wenig handwaving verstehen: Im Metropolis—Algorithmus
entspricht die Flip—Wahrscheinlichkeit fiir einen Spin nicht der Boltzmann—Verteilung, da
geflip werden mufl, wenn dadurch die Energie abgesenkt werden kann. Diese wird nur
im Verhéltnis zwischen den beiden Flip—Richtungen richtig reproduziert. Der Heatbath—
Algorithmus erzeugt jedoch auch lokal die Boltzmann—Verteilung. Die unterschiedlichen
Ubergangswahrscheinlichkeiten sind in Abb. 2.4 dargestellt.

Es gibt im dynamic scaling grundsitzlich zwei Herangehensweisen, die jedoch beide
von (2.99) abgedeckt werden.

e Starte mit einer geordneten Konfiguration, also von T'= 0 und (m) = 1 und beob-
achte deren allmihlichen Zerfall, also (m) — 0.

e Starte mit einer ungeordneten, zufalligen Konfiguration, also 7' = oo und (m) = 0
und beobachte, wie (m?) allmihlich wiichst.

Um eine definierte Anfangskonfiguration zu erzeugen, wird der zweite Ansatz hiufig modi-
fiziert und die zunichst zufillige Konfiguration durch Anderung zufillig ausgewihlter Spins



66 KAPITEL 2. NUMERISCHE METHODEN
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Abbildung 2.4: Im Ising—Modell kann der Heatbath—Algorithmus als Metropolis—
Algorithmus mit modifizierten Flip—Wahrscheinlichkeiten verstanden werden. Ein Vergleich
der Wahrscheinlichkeitsverteilungen P(AE) in Abhingigkeit von der Energiedifferenz zwi-
schen geflippten und ungeflippten Zustand zeigt dann fiir den Heatbath—Algorithmus ei-
ne Boltzmann—Verteilung (e 2% /(1 + e~ 2¥)), fiir den Metropolis—Algorithmus eine nicht—
analytische Verteilung (e ¥ fiir AE > 0, 1 sonst).

auf (m) = 0 gebracht. Im Falle kontinuierlicher Modelle ist auf diese Weise jedoch (m) =0
nicht in endlicher Zeit realisierbar. Es wurde daher eine heuristische Methode entwickelt,
die sehr brauchbare Ergebnisse liefert. Der Vollsténdigkeit halber soll der Algorithmus fiir
XY-Spins hier in Pseudocode dargestellt werden:
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/* Erzeuge zuf'"allige XY-Konfiguration */

for (i=1 ... N)
{
alpha=random_number (0.0 ... 2*PI);

site[i] .x=cos(alpha);
site[i] .y=sin(alpha);

}
/* Summiere die Magnetisierung auf */
for (i=1 ... N)

{

magn_x=magn_x+site[i] .x;
magn_y=magn_y+site[i].y;

3
/* Korrigiere nun die einzelnen Spins */
for (i=N ... 1)
{
pos=random_number (0 .. N);
/*
* Es folgt die - nicht normierte - neue Orientierung des Spins:
* Die alte Orientierung mit einem "Quentchen" der zu kompensierenden
* (Orientierung. Wenn alles glatt gehen w'"urde, h"atte jeder Spin etwa
* die gleiche Korrektur zu tragen.
*/

new_x=site[pos] .x-magn_x/i;
new_y=site[pos].y-magn_y/i;

/*

Normieren */

new_x=new_x/sqrt (new_x*new_x + new_y*new_y);
new_y=new_y/sqrt (new_x*new_x + new_y*new_y);

/*
*
*

*/

Die noch zu kompensierende Magnetisierung senkt sich nun um den
bereits kompensierten Wert ab

magn_x=magn_x+new_x-site[pos].x;

magn_y=magn_y+new_y-site[pos].y;

/*

Den neuen Wert zuweisen */

site[pos] .x=new_x;
site[pos] .y=new_y;

}
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Kapitel 3

Resultate

Aufbauend auf den bisher dargestellten Grundlagen zur numerischen Untersuchung kriti-
scher Phidnomene sollen in diesem Kapitel die Ergebnisse dieser Arbeit dargestellt werden.
Sie lassen sich in folgende Abschnitte einteilen: Zunéchst wird eine neue Methode darge-
stellt, kritische Exponenten aus Monte-Carlo-Simulationen zu erhalten [118]. Neben dem
bereits in 2.5 skizzierten Verfahren der kritischen Dynamik wird diese Methode dazu einge-
setzt, in Abschnitt 3.2 kritische Exponenten von Ising-Modellen auf Fraktalen durch Simu-
lation zu erhalten [101]. Die Ergebnisse bestitigen die These, daf eine nicht-ganzzahlige
Hausdorff-Dimension auch im Sinne kritischer Phinomene nicht-ganzzahlig ist. Ahnliche
Gitter wurden dann dazu verwendet, das Stiefel-Modell V52 in nicht-ganzzahligen Raum-
dimensionen zu untersuchen. Die Ergebnisse hierzu sind im letzten Kapitel 3.3 angegeben.

3.1 x/x'-Methode

Zu Beginn der Arbeit bestand bereits der Verdacht, daf bei der Untersuchung von Phasen-
iibergénge auf Fraktalen das FSS Schwierigkeiten haben konnte, da sie auf der Annahme
einer stetigen und glatten, jedenfalls systematischen Abh#ngigkeit kritischen Verhaltens
von der Systemgrofe basiert. Wenn das betrachtete Systeme nicht translationsinvariant
ist, dringt sich der Verdacht auf, dafl kritisches Verhalten nicht mehr auf dieselbe Weise
mit der Systemgrofe skaliert. Beispiele fiir Systeme, bei denen mit Schwierigkeiten bei
der Verwendung von FSS zu rechnen ist, sind neben den Fraktalen auch quasiperiodische
Parkettierungen [119, 120] oder Ecken und Kanten [121, 122, 123]. Um diesen Problemen
zu entgehen, wurde eine Methode entwickelt, die es ermdglicht, mit sehr geringen CPU-
Aufwand recht genaue Schétzer fiir kritische Exponenten auferhalb des FSS zu erhalten.
Im Prinzip ist diese Methode allgemein auf alle thermodynamischen Grofsen anwendbar,
die kritisches Verhalten zeigen und nicht wie der Name der Methode suggeriert, auf x
beschrinkt. Es wird sich jedoch im folgenden zeigen, daf x fiir die Anwendung pradesti-
niert ist. Die Darstellung hélt sich im wesentlichen an die in der Verdffentlichung [118]
(akzeptiert bei Physica A am 29.02.2000) gewahlte.

3.1.1 Einfiihrung zur Methode

Eine in der Ndhe von T, allméhlich divergierende thermodynamische Grofe 1dft sich au-
ferhalb des FSS unter Einbeziehung der corrections to scaling durch

x5 = T =T (af +af (T — T +a5(T —T.)*> + ---) (3.1)
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anndhern, wobei hier mit x die Suszeptibilitdt als Beispiel gewahlt wurde. Die a;L beziehen
sich auf HTP, die a; auf LTP und es ist im allgemeinen a; # a; (s. Abschnitt 1.6.2).
Mit dieser Ndherung sind fiir einen Fit der Ergebnisse einer MC-Simulation mindestens
vier freie Parameter notwendig, namlich T, v, a(')" und a; . Im allgemeinen ist agp nur von
sekundirem Interesse. Man kann es eliminieren, indem man statt (3.1) x/x’ betrachtet.
Die Ableitung x' meint dabei x' = a% x und wird wie unten gezeigt durch héhere Momente
dargestellt. Fiir die verallgemeinerte Darstellung von x mit

Xi = |T - Tc|_’yfi(T - Tc) (3'2)

findet man dann fiir x*/x*

+ T-T,
X = — (3.3)
X —y+ (T - Tc)fT

Mit dem in (3.1) verwendeten f*

FET =T =) af|T — T|“ (3.4)
1=0
mit wJ = w, =0 ergibt sich dann sofort

+
JEEDY wiZ#O|T—TC|“’i
Ez’ E'T_TJ ¢

Da w; > 0 verschwindet dieser Term fiir T — 7T, und (3.3) wird asymptotisch linear. In
der Umgebung von T, it sich (3.3) darstellen als

+
X T-T .
= C(1+Zbi\T—Tc\ﬂz) . (3.6)
X v i=1
Fir 2D-Ising ist die Vereinfachung w; = ¢ sinnvoll und daher auch x; = ¢, also mit

analytischen Korrekturen. Fiir b; ergibt sicht dann beispielsweise

a

by = (3.7)

ao

Unabhéngig von der Wahl der w; gibt es in Gleichung (3.6) nun keine lineare Amplitude
mehr, die Zahl der notwendigen freien Parameter ist zwei, namlich 7, und «y. Der Preis,
den man fiir diese Vereinfachung und damit zundchst kleineren Fehler im Fit zahlt, ist
die groRere Unsicherheit von x/x’, da der Term x’ komplizierter ist und héhere Momente
enthdlt. Hier bewahrheitet sich die Faustregel, daff man einer thermodynamischen Grofe
durch irgendwelche Transformationsoperationen nicht mehr Information abgewinnen kann,
als man auch ohne die Transformation erhdlt. Es zeigt sich jedoch, daf (3.6) neben der
geringeren Zahl notwendiger freier Parameter im Fit noch eine wichtige zusétzliche Eigen-
schaft hat.

Zunichst fallt auf, daR (3.6) in der extrem vereinfachten Darstellung

Xi _ T - Tc
x* —y

(3.8)



3.1. y/x-METHODE 71

keine Unterscheidung zwischen HTP und LTP mehr erfordert. Das bedeutet in der Konse-
quenz, dafy prinzipiell bereits zwei Datenpunkte ausreichen, um den kritischen
Exponenten zu bestimmen. Selbstverstédndlich kann ein solches Ergebnis lediglich als
Richtwert dienen, denn bereits die Fehlerabschétzung wird mehr als vage.

Bereits in der Einfiihrung wurde betont, daf der Fit von x bzw. x/x’ gegen (3.1) bzw.
(3.6) aukerhalb des FSS stattfinden muf. Um die hoheren Korrekturterme, das correction
to scaling, so klein wie mdglich zu halten, ist es notwendig, so nah wie mdoglich an T, zu
simulieren. Die Simulation auferhalb des FSS durchzufiihren, bedeutet jedoch ¢ < L.
Es wurde bereits in 2.2.1 darauf hingewiesen, daR die CPU-Zeit typischerweise mit L%
anwéchst und fiir T — T, divergiert L wegen £ < L und damit auch die Simulationszeit.
Jede Simulation, die sich nicht FSS zunutze macht, wird daher auf Datenpunkte in der
unmittelbaren Umgebung der kritischen Temperatur verzichten miissen. Um die kritische
Temperatur herum wird es also einen mehr oder weniger breiten Streifen ohne Datenpunkte
geben. Dieser Streifen ist in Abb. 3.1 um 7, herum zu sehen. Er trennt die Ergebnisse in

0.06
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0.02

0.00

©XTIXTY
-0.02 - XsT /(XT)
3 H
o X, TIXT)
_004 . | . | . | . |
0.39 0.41 0.43 0.45 0.47

B

Abbildung 3.1: (xT)/(xT)' und andere Funktionen dieser Form aufgetragen gegen die
inverse Temperatur 8 = 1/T. (M)/{M') ist in LTP mit einem Faktor 10 skaliert. Seine
Steigung ergibt 1/8 in LTP und 2/v in HTP. Die Steigung von (xT)/(xT)" ergibt y7*,
(x3T?)/(x3T?)" ergibt 3 * und (xaT®)/(xaT?)" ergibt 47 *. Alle Graphen schneiden sich bei
Be = 0.440686 - - - . Es sind keine Fehlerbalken fiir (M)/(M') und (xT)/(xT)" eingetragen,
da sie keiner als die Symbole sind. Die eingezeichneten durchgezogene Linie ist im Falle
(M)/{M') exakt, ansonsten Niherungen. Die senkrechten Striche markieren die Liicke,
innerhalb derer keine Ergebnisse bekannt sind.

HTP und LTP. Um alle Daten in einem gemeinsamen Fit auswerten zu konnen und damit
den Fehler von T, und -y zu minimieren, verwendet man zur Darstellung der Parameter a*
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und b* Theta-Funktionen:
ot =atO(T -T,)+a (1-0(T—T,)) . (3.9)

An dieser Stelle kommt die eigentliche Besonderheit der vorgeschlagenen Modifikation (3.3)
zum Tragen: Wenn unter Verwendung der §-Funktion die Funktion (3.6) auf alle verfiigbha-
ren Daten in HTP und LTP gleichzeitig angewandt werden kann, dann wird der Fit insbe-
sondere im linearen Term 1/, der in HTP und LTP gleich ist, wesentlich empfindlicher.
Insbesondere steigt die Empfindlichkeit fiir weiter von 7, entfernt liegende Punkte. Dieses
Verhalten steht im Gegensatz zu einem Fit von x gegen (3.1), der direkten Methode,
wo der wesentliche Beitrag zum Schétzer fiir v aus den Punkten nahe bei T, stammt. In
der Folge bedeutet dies, dal die Verwendung eines Fits von x/x’ gegen (3.6) bei kurzer
Rechenzeit deutlich bessere Ergebnisse liefert als die direkte Methode.

3.1.2 Anwendung auf 2D—Ising

Zur Untersuchung der oben angegebenen Methode wurde das zweidimensionale Ising—
Modell herangezogen. Bei der Simulation wurde sowohl durch Messung der Korrelati-
onslénge iiber die Fourierkomponenten der Korrelationsfunktion [124] (s. Abschnitt 3.2.3),
als auch auf Grund der bekannten Gleichungen fiir die Korrelationsldnge im 2D-Ising [3] (s.
Abschnitt 1.6.1), mit & < L/10 sichergestellt, daf L > 10£. Die Systemgrofe L lag in ei-
nem Bereich zwischen 100 und 350 bei einer Temperatur zwischen 7' = 2.10 und 7' = 2.55,
wobei T, = 2/In(v/2 + 1) =~ 2.27. Es wurden wie iiblich periodische Randbedingungen
angewandt. In LTP wurde der Wolff-Algorithmus verwendet, in HTP der Algorithmus
von Swendsen und Wang (s. 2.2.2). Die Zahl der Updates betrug 500.000, um das System
ins Gleichgewicht zu bringen, und 3 - 10° fiir die Statistik. Fiir jede Temperatur wurden
folgende Grofen berechnet:

E = —J) sis; (3.10)
(i)

v = <m>:<%> (3.11)
vy - x=% (3.12)
. <M3>_3<%11§B]£)+2<M)3 (3.13)
o = (MO 4O 1200 (M) - 3P —6) g

NESTS

wobei fiir die Energie die Summe iiber alle niichsten Nachbarn fiihrt, also iiber N = L?
Spins. Die Mittelwerte werden durch (---) bezeichnet. Die x, sind die nten Ableitun-
gen der Freien Energiedichte nach dem Feld. Zusétzlich wurden die fiir (3.6) bendtigten
Ableitungen der x, nach T berechnet und zwar unter Verwendung héherer Momente:

0

op

Da sich wie erwartet ein kleinerer Fehler fiir die Untersuchung von x,7"~! statt x, und
entsprechend x,T™ 1/ (xnT™ 1) statt xn/x/, einstellte, sind im folgenden die Ergebnisse

fiir diese Grofen dargestellt. Aus demselben Grund wurden alle Ableitungen und alle Fits
in Abhéngigkeit von § = 1/T anstatt von T durchgefiihrt.

(4) = (ANE) —(AE) (3.15)
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Die Gleichungen (3.11-3.14) sind bei endlichen Systemgréfen nur in LTP giiltig. In HTP
miiften die ungeraden Momente von (M) verschwinden, sie sind jedoch in der Grofen-
ordnung ihrer Standardabweichung, \/o2((M)) o« x'/? (s. Abschnitt 2.2.1), weil sie als
Momente von (|M|) ermittelt werden [125]. Sie werden daher Null gesetzt.

In Abb. 3.1 sind die Quotienten f/f’ der in (3.11-3.14) angegebenen Grofen als Funk-
tion der inversen Temperatur dargestellt. Wie mit (3.6) zu erwarten, schneiden sich alle
Graphen in 0 bei B, = 1/T.. Wie bereits oben angedeutet, wurden in (3.1) und (3.6) fiir
die Behandlung des 2D-Ising die w; = ¢ und k; = ¢ gesetzt. Die Daten wurden also gegen
die Funktionen

(f) = 18— Bl " (af +af(B—Fo) +az (B +--1)  (3.16)

ay = L avne- sy e (3.17)

gefittet, wobei fiir i und b Gleichung (3.9) verwendet wurde. Die zu erwartenden Er-

gebnisse sind fiir 2D—Ising exakt bekannt: u(f) fiir f = (m) ist - = —1/8, fiir f = x ist

esy=14/8 = T7/4, fir f = x3 ist es y3 = 29/8, fiir f = x4 ist es y4 = 44/8 = 11/2. Der

Zusammenhang der Exponenten 73 und -4 mit den iiblichen findet sich sofort mit (1.34):
v3 =7 +vd— B und y3 =7 +2(vd — )

Zur eingehenderen Untersuchung des Anwendungsbereiches der Methode, wurde der
Datensatz in der folgenden Analyse auf die Daten zwischen T' = 2.150 und 7' = 2.230 so-
wie T' = 2.335 und T = 2.415 beschrankt, also je 17 Datenpunkte in LTP und HTP. Diese
Einschriankung verschlechtert natiirlich das Ergebnis, ermoglicht aber eine systematische
Untersuchung der Vor- und Nachteile der vorgeschlagenen Methode, zumal kein direktes
Interesse an den exakt bekannten Exponenten des zweidimensionalen Ising—Modells be-
steht. Fiir beide Methoden (3.6) und (3.1) wurde ein Korrekturterm angesetzt, was zu
vier freien Parametern (T, v, b] und b]) fiir (3.6) und zu sechs freien Parametern (T,
¥, ag, ay, af und a;y) fiir (3.1) fiihrt. Es ist naheliegend, bei ausreichender Menge an
Datenpunkten die Zahl der freien Parameter bei der Untersuchung unbekannter Systeme
zu vergrofern, insbesondere aber die corrections to scaling w; bzw. k; offen zu lassen.

Verwendet man alle zur Verfligung stehenden Daten im oben beschriebenen Inter-
vall, findet man 7;?}' = 1.733(16) bei der Verwendung der direkten Methode (3.1) und
y;n:;’?(xT), = 1.733(17) bei der Verwendung der vorgeschlagenen Modifikation (3.6). Um
einen Vergleich der Methoden zu ermdglichen, wenn weniger CPU-Zeit zur Verfiigung steht,
wurde 7y fiir verschiedene, kleinere Datensétze unter Verwendung der beiden Methoden ge-
schitzt. Die kleineren Datensitze wurde erzeugt, indem aus der Mitte heraus jeweils ein
Paar von Datenpunkten, einer in LTP und einer in HTP, entfernt wurde. In Abb. 3.2 sind
die Ergebnisse fiir diese Simulation als Funktion der CPU-Zeit dargestellt, die man bend-
tigen wiirde, um die verbleibenden Datenpunkte zu simulieren. In dieser Darstellung wird
die These bestatigt, dak die vorgeschlagene Methode (3.6) stark von der Liicke profitiert:
Wiéhrend der Schétzer des Fehlers der direkten Methode (3.1) sehr schnell mit sinkender
CPU-Zeit wichst, ist deren Einfluf auf die mit Hilfe der Modifikation (3.6) berechneten Er-
gebnisse gering. Wenn 14 der 34 Datenpunkte entfernt werden, verdoppelt sich der Fehler
der Modifikation, wihrend die direkte Methode einen fiinfmal so grofsen Fehler aufweist.
Umgekehrt ist zu erkennen, daf sich mit steigender zur Verfiigung stehender CPU-Zeit
die Ergebnisse der beiden Methode angleichen. Es ist sogar zu erwarten, daft die Quali-
tat der direkten Methode (3.1) fiir ausreichend grofe CPU-Zeit die der vorgeschlagenen
Modifikation iibersteigt.

Die letzte Zeile in Abb. 3.2 zeigt sehr ungeféhre Schitzer auf Basis von nur zwei Punk-
ten, wie oben angedeutet. Die zwei Punkte lagen symmetrisch um S, und wurden in sehr
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Abbildung 3.2: Ergebnisse fiir v als Funktion der Simulationszeit, die auf einen PC der
Pentium-Klasse normiert wurde. Der exakte Wert fiir v = 7/4 ist eingezeichnet.

kurzer Zeit berechnet, bis etwa einem Fiinzigstel der CPU-Zeit fiir alle 34 Punkte. Der
Schétzer fiir v auf Basis der beiden Punkte, die am Rande des Intervals liegen (in Abb. 3.1
durch zwei dicke Punkte gekennzeichnet) ist mit 7)2(7? k&T), = 1.761(13) immer noch kom-
patibel mit dem exakten Ergebnis. Man mag gegen diese ,Quick-and-dirty“-Methode ein-
wenden, sie sei sehr empfindlich auf bf’ # b, und funktioniere nur deshalb so gut, weil
im speziellen Fall des 2D-Ising bf = b;. Im letzten Abschnitt 3.1.3 werden jedoch die
Ergebnisse fiir das 3D-Ising diese Zweifel ausrdumen.

Bisher beschrinkte sich die Analyse auf xy. Um die Methode jedoch autonom auf un-
bekannte Systeme anzuwenden, ist es von grofer Bedeutung, auch noch einen zweiten
Exponenten zu finden, um die restlichen 4 aus den Skalengesetzen zu gewinnen. Zunéchst
ist festzustellen, dafs der Exponent « auf Grund der logarithmischen Divergenz der spe-
zifischen Wirme cgy im 2D-Ising als Kandidat entféllt. Jedoch sind auch ganz allgemein
Schwierigkeiten mit diesem Exponenten zu erwarten, da cy einen relevanten, regulédren
Teil besitzt [76] und dariiberhinaus die Momente der Energie typischerweise sehr grofe
Varianzen aufweisen.

In der Konsequenz bedeutet dies, dafs zundchst nur magnetische Gréfsen in Frage kom-
men. Da bereits bekannt ist, daf die vorgeschlagene Methode von der Liicke profitiert,
fallen solche magnetischen Grofen weg, die in HTP nicht existieren, also alle x,, mit ungera-
dem n. Die Grofse mit den niedrigsten Momenten, die in Frage kommt, ist dann x4. Jedoch
sind ihre Fluktuationen, wie in Abb. 3.1 auch deutlich zu sehen, viel zu grof, als daf sie
einen verldflichen Schitzer fiir y4 liefern konnten. Hier ergibt sich 7;‘107215 J(xaT3) = 5.51(98),
sehr nahe am exakten Ergebnis 5.5, jedoch mit einem viel zu grofen Fehler.

Uberraschenderweise zeigt sich, daf @ mit der vorgeschlagenen Methode sehr gut be-
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stimmbar ist, wihrend der direkte Fit (3.1) nicht einmal mehr konvergiert. Auch hier wird
deutlich, dak die vorgeschlagene Methode (3.6) sehr gut mit Ergebnissen in relativ grofer
Entfernung zu 7, umgehen kann; es ergab sich ﬁﬁ‘}‘]ﬂv‘f, = 0.1261(18), sehr nah am exakten
Wert von 0.125.

3.1.3 Anwendung auf 3D—-Ising

Um die Methode auch auf einen Fall anzuwenden, der in der aktuellen Forschung behandelt
wird, wurde das 3D—Ising ausgewahlt. Auf Grundlage der Arbeit von Hasenbusch [34], mit
der L > ¢ zuverldssig sichergestellt werden konnte, wurde das System an zwei Temperatur-
Paaren simuliert. Das erste Paar bei 1/T = 0.2270 und 1/7% = 0.2163 mit L = 64 in
LTP und L = 40 in HTP ergab mit der gleichen Zahl von MC-Evolutionsschritten wie
bereits oben fiir 1/7, = 0.2219(4) und vy = 1.284(83). Die kritische Temperatur ist aus
Simulationen sehr genau bekannt [77] und betrégt 1/7T, = 0.2216544(3). Das Ergebnis fiir
7 ist mit solchen aus der Renormierungsgruppe zu vergleichen, wo man vy = 1.2397(13)
[126] findet. Fiir dieses erste Paar wurde eine CPU-Zeit von etwa 16.5 Tagen aufgewendet.

Die Lage des zweite Paares wurde gezielt sehr weit entfernt von 7, gewéhlt; L = 20
bei 1/75 = 0.20421 und L = 30 bei 1/T« = 0.2391. Das Resultat v = 1.348(53) und
1/T, = 0.2231(74) ist in Anbetracht der kurzen Rechenzeit von nur 1.3 Tagen noch recht
gut (innerhalb von +2 Standardabweichungen) und unterstreicht die Wichtigkeit des ersten
Korrekturterms, der hier nicht beriicksichtigt werden kann.

Neben den einfachen und schnellen Schitzern kritischer Exponenten, bietet die vorge-
stellte Methode zusétzlich einen guten, visuellen Zugang zu der Frage, ob £ < L gut genug
erfiillt ist. In Abb. 3.3 ist exemplarisch das Verhalten von x/x’ bei der Anndherung an
T, fiir verschiedene Systemgrofen dargestellt. Zum einen ist bei verschiedenem Verhalten
unterschiedlich grofer Systeme sofort klar, dak die Korrelationslénge zu grof geworden ist.
Allerdings gilt dieses Kriterium nicht speziell fiir x/x’. Zum anderen bietet diese Groke
jedoch ein zusétzliches, brauchbares Kriterium: ¢ <« L ist nicht mehr ausreichend gut
erfiillt, wenn die hheren Ordnungen bei Anndherung an 7, zu wachsen beginnen.

Zusammenfassung

Die x/x'-Methode bietet einen effizienten und schnellen Zugang zu kritischen Exponenten,
vor allem aber fiir y. Es ist nicht zu erwarten, dafs die Methode dem FSS iiberlegen sein
konnte. Jedoch ist sie der einzigen Alternative zum FSS, ndmlich dem direkten Fit mit
(3.1) zumindest in der Effizienz deutlich iiberlegen. Diese Methode wird im folgenden
ergdnzend zum dynamic scaling verwendet.
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Abbildung 3.3: Rohdaten einer (schnellen; Gesamtzeit 17h auf i586-200) (xT)/(xT)'-
Simulation. Sobald FSS einsetzt, wachsen die héheren Ordnungen bei Anndherung an T, an.
Das exakte Verhalten ist in der ersten Ordnung als gestrichelte Linie eingezeichnet. Deutlich
erkennt man, daff in ausreichender Entfernung zur kritischen Temperatur alle Systeme etwa
die gleichen Resultate liefern, bis, beginnend mit dem kleinsten System, das FSS zu grof

wird.
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3.2 Das Ising—Modell auf einem Sierpinski—Teppich

Die Ergebnisse in der Renormierungsgruppe beruhen haufig auf einer Entwicklung in der
Raumdimension als d = 4 — €. Es ist daher nur natiirlich, Phaseniibergénge auf Gittern
mit nicht ganzzahliger Raumdimension zu untersuchen, um die Liicke zwischen den Gittern
ganzzahliger Raumdimension zu fiillen. Solche fraktalen Gitter sind zwar skaleninvari-
ant und daher fiir die Renormierungsgruppe sehr attraktiv, haben aber den Nachteil, nicht
translationsinvariant zu sein [127]. In den achtziger Jahren begann eine systematisch Un-
tersuchung fraktaler Gitter [128, 129, 130]. Bei der Untersuchung zeigt sich unmittelbar,
daf Gitter, bei denen durch eine konstante Zahl von Schnitten beliebig grofse Teile her-
ausgetrennt werden konnen, wobei deren Grofe lediglich von der Gesamtgrdfe des Gitters
abhéingt, nicht bei endlichen Temperaturen ordnen konnen. Dieses Fehlen eines Phase-
niiberganges! ist darauf zuriickzufiihren, daf die angesprochen beliebig grofen Gitterab-
schnitte durch ihre endliche Zahl an Bindungen zum Restsystem praktisch unabhingig
vom restlichen Gitter sind. FEin solches Gitter zerféllt damit in eine Zahl unabhéngiger
Untergitter, die niemals kollektiv ordnen. In Abb. 3.4 ist das Gitter mit angedeuteten
Schnitten dargestellt. Gitter, die diese Eigenschaft nicht haben, besitzen eine unendliche

Abbildung 3.4: Eine Sierpinski-Dichtung (Gasket) besitzt eine endliche ramification or-
der. Das bedeutet, daf es einer konstanten Zahl von Schnitten bedarf, um - je nach Sy-
stemgrofie - beliebig grofie Stiicke aus dem Gitter herauszuschneiden. Die fetten Linien sind
exemplarische Schnitte.

ramification order [130, 127]. Es ist damit von vornherein klar, daf neben der noch
zu diskutierenden Dimension des Gitters noch andere geometrische Faktoren eine Rolle
spielen. Eine Grofe, die zumindest unter dem Verdacht steht, relevant zu sein, ist die
Lakunaritit, ein Maf fiir die Lochrigkeit des Fraktals [131, 132, 133, 134].

!Es soll in dieser Argumentation an Mermin und Wagner erinnert werden. Aber wir haben hier nicht
topologische Defakte zu erwarten.
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3.2.1 Definition der Dimension

Es stellt sich zunichst die Frage nach der richtigen Definition der Raumdimension. Ubli-
cherweise wird hier die Hausdorff-Dimension dimy, angegeben [135]:

dimy(B) = inf{a s a>0,Hg(B) = O} = sup{a a>0,H5(B) = oo} ,  (3.18)

wobei

HS(B) = I‘(1+ o) 6_)0+{Zr : BC Ub Tiy 1), Ti <0} . (3.19)

Die zugrundeliegende Idee ist, dak die Hausdorff-Dimension gerade diejenige Potenz «
bezeichnet, bei der das Hausdorff—Mafl 1% (B) gerade von 0 in die Divergenz iibergeht.
Das Hausdorff-Maf HS(B) ist die Summe der Volumina aller a-dimensionaler Kugeln
b(z,r) mit Radius r < 4, die zusammengenommen die Menge B iiberdecken fiir § — 0.

Es gibt noch eine ganze Reihe weiterer Definitionen der Dimension [136]. Im Fal-
le des hier untersuchten Gitters, dem Sierpiriski—Teppich, fallen insbesondere die Haus-
dorff—Dimension und die ,Késtchendimension“ zusammen. Der Sierpinski—Teppich ent-
steht durch Iteration der folgenden Konstruktionsvorschrift: Beginnend mit dem Initia-
tor ersetze alle Substituenten durch den Generator [127, 135]. In Abb. 3.5 ist fiir den
im folgenden behandelten Teppich ganz links der Initiator zu sehen, der gleichzeitig der
Substituent ist, rechts daneben ist nach der ersten Iteration der Generator dargestellt.
Rechts daneben ist das Resultat nach 2 Iterationsschritten gezeigt. Die Notation der Form
SCiq(k, i) wird unten erklért.

1(0 0)
SC34(1,0)

SC34(2,0)

Abbildung 3.5: Der Sierpirniski—Teppich in verschiedenen Iterationstufen. Ganz links der
Initiator und Substituent, in der Mitte der Generator, rechts das Ergebnis nach der zweiten
Iteration.

Z&hlt man nun die grau ausgefiillten Flichen, so erkennt man, daf bei einer Ver-
dreifachung der Kantenldnge die Fliche lediglich um den Faktor 8 wichst. Mit der
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oben gegebenen Definition der Hausdorff -Dimension ist damit die Dimension dimy(B) =
In(8)/In(3) = 1.89---. Es ist Gegenstand der folgenden Untersuchung, ein Gitter mit
dieser gebrochenen Dimension zu untersuchen.

3.2.2 Das Gitter

Der Sierpiriski—Teppich, wie er bereits in Abb. 3.5 vorgestellt wurde, stellt die kleinste
Variante von allgemeinen Sierpiriski—Teppichen SCj, dar, die eine vierfache Rotations-
symmetrie aufweisen. In der Bezeichnung SCj, bedeutet dabei | die Kantenldnge des
Generators und ¢ die Kantenldnge des innenliegenden Loches. In dem hier untersuchten
Fall ist also [ = 3 und ¢ = 1. Die Zahl der Substituenten, aus dem der Generator be-
steht, ist demnach [P — ¢, wobei D die einbettende Dimension bezeichnet. Nach k der
oben beschriebenen Iterationsschritten besteht das Gitter dann aus s;4(k) = (1P — ¢P)*
Substituenten. Das Gitter 14t sich jedoch nicht nur durch Iteration vergréfern, sondern
auch durch Expansion. Dabei werden I Kopien eines Sierpiriski-Teppichs verwendet,
um eine D—dimensionalen Hyperkubus bestehend aus [P Zellen, zu parkettieren bzw. zu
dekorieren. Ein k-fach iterierter und danach i-fach expandierter Sierpiriski—Teppich SCjq
wird mit SCj,(k, i) bezeichnet. Er hat dieselbe Kantenldnge wie ein k + i-fach iterierter
Teppich. Die Teppiche SC31(1,0), SC31(1,1) und SC31(2,0) sind in Abb. 3.6 dargestellt.
Natiirlich fiihrt eine wiederholte Expansion nicht zu einem Fraktal im mathematischen
Sinne, sondern lediglich zu einer Parkettierung. Das mathematische Fraktal ist SCiq(k, 1)
mit k — oo.

Die Ising—Spins werden nun auf den sites plaziert, d.h. in der Mitte der grauen Qua-
drate in Abb. 3.6. Diese Methode erhilt - wie unten gezeigt - die mittlere Zahl néchster
Nachbarn und ist in der Literatur etwa gleichberechtigt zur Plazierung auf den vertices
vertreten ([137, 138] bzw. [139, 140]).

Es ist bereits bekannt [137], daf freie Rander zu starken Korrekturen fithren, daher wer-
den im folgenden periodische Randbedingungen verwendet. Sie haben zur Folge, dafs eine
Parkettierung die mittlere Zahl néchster Nachbarn nicht &ndert. Diese Tatsache macht
man sich leicht klar, indem man die periodischen Rander der Teppiche, mit denen par-
kettiert werden soll, auftrennt und sie an diesen Stellen zusammenfiigt. Es miissen dann
keine Bindungen vernichtet oder neue hinzugefiigt werden. Die mittlere Zahl der néchsten
Nachbarn ny; eines Sierpiriski—Teppichs SCj4(k, i) ist dann:

1— llc/(l2 _ q2)k
(> —q%) =1

g, = 4 — 4q (320)
und insbesondere unabhéngig von 3.

Die bisherigen Untersuchungen des Sierpiriski—Teppich SCjs;(k, 7) (im folgenden nur
noch SC(k, 7)) sind zum Teil recht alt und die Ergebnisse leiden stark unter den geringen
Computer-Ressourcen. Daneben fithren methodische Probleme zu kontroversen Ergebnis-
sen [141, 137, 55]. Im folgenden werden diese diskutiert und sowohl das statische als auch
das dynamische kritische Verhalten [111, 142, 143, 112] auf dem Sierpinski—Teppich unter-
sucht.

3.2.3 Statisches kritisches Verhalten

Fiir die Simulation kritischen Verhaltens im Gleichgewicht wurden aus Griinden der Effi-
zienz Cluster—Algorithmen von Swendsen und Wang sowie von Wolff verwendet, wie sie
bereits in 2.2.2 besprochen wurden [90, 92|. Diese Algorithmen in Verbindung mit den



80 KAPITEL 3. RESULTATE

/ SCyy(LD)

T \ ﬂ

SC;4(2,0)

Abbildung 3.6: Die verschiedenen Moglichkeiten, einen Sierpinski—Teppich zu vergrofern:
Oben ist die Expansion dargestellt, unten die Iteration.

leistungsfahigeren Computer-Ressourcen erkldren u.a. die Diskrepanz zu fritheren Ergeb-
nissen aus den Achtzigern [141, 144].
Die Energie (F) wird als Mittelwert des Hamiltonian

H=-7) Si-S; (3.21)
(i)

berechnet, wobei J > 0 ferromagnetisch und S; € {—1,1} klassische Ising—Spins. Die
Summe lduft iiber alle Paare nichster Nachbarn. Die Magnetisierung ist der Mittelwert
von

M=>"S8; , (3.22)

wobei die Summe iiber alle N Spins erfolgt. Die Suszeptibilitdt ist dann durch

(M?) — (M)?

- 2
X NT (3.23)

definiert. In HTP werden die ungeraden Momente von M Null gesetzt.
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Die Korrelationslinge

Die Berechnung der Korrelationslange stellt auf fraktalen Gittern ein Problem dar und
wurde daher wie unten beschrieben umgangen. Dennoch soll hier ein Vorschlag gemacht
werden, auf welcher Grundlage sie berechnet werden kénnte. Dazu zunéchst die Herleitung
der Berechnung der Korrelationsléinge in d-dimensionalen hyperkubischen Gittern:

Die Korrelationslange ¢ ist iiber die verbundene Zweipunktkorrelationsfunktion G, de-
finiert (s. 1.1.3) mit G¢(r) o e”"/€. Bei periodischen Randbedingungen beobachtet man
jedoch bei einem hyperkubischen Gitter

(50,0010 jokg-) — (s)? Z eV (G0 +iN)2+(o+iN)2+(ko+kN)2+---/€ ’ (3.24)

i,j,k,"':—OO

wobei die Zahl der Indizes von der Zahl der Raumdimensionen abhéngt. Bei nur einer
Raumdimension vereinfacht sich das Problem auf die geometrische Summe. Allgemein
geht (50,0,0,--Sig,jo,kor-) — (s)2 in das gesuchte Verhalten der Korrelationsfunktion iiber,
wenn N > ¢ erfiillt ist, so dak Beitrdge zur Korrelationsfunktion, die von einem oder
mehreren Umldufen stammen, keine Rolle mehr spielen.

Fiir die weitere Diskussion werden Differenzen der Korrelationsfunktion G.(z,y,---)

am Ort (z,y,---) mit 7 = /22 + y2 + - - - # 0 und seiner Umgebung interessieren:

5G(5waoa"';$aya"') = GC($+5waya"')_GC(m’ya"') (325)
_ r2+26$cc+5277"
Gy (L

(3.26)

Der Exponent 148t sich nun fiir kleine é,/r entwickeln:

2
VT2 + 25,0462 —r=r (5—+0(6 )+O(

622

)) . (3.27)
Damit wird
Sz
5Gc(5w507"' ;'Tay’"')zGC('Tay"")(e K3 _1> . (328)

Nun soll divgrad G, = AG, als Differenzenquotient gebildet werden. Dazu wird fiir
alle d Dimensionen z; # 0 angenommen

AGc(wl,.’BQ,"',.’Ed) = 6G( ’7xaya)+5GC(_17077$7y7) (329)
5G(a a"';xaya"')+5GC(Oa_1a"';-’ana"')

+ +

Ge(z,y,- QEd: cosh( )—1) (3.30)

d. 2
~ Gc(~T, Yy ) Z T_:;;ég (331)
i=1

Diese Néherung wird um so besser, je grofer r und/oder € sind. Solange nur einzelne
Komponenten z; = 0 sind, jedoch r # 0, bleibt die angegebene Néherung (3.27) und damit
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(3.32) richtig, da lediglich der erste und der letzte Term in der Klammer wegfallen. Die
Situation dndert sich grundlegend fiir r =0, alsox =y =--- =0:

5G (65,0, 30,0,---) = GC(O,O,---)(e_%x 1) . (3.33)

Entsprechend &ndert sich der Differenzenquotient. Fiir r = 0 erh&lt man

6Gc(1105"' a0705)+6GC(_1705 70’07) 2Gc(0703"')(6_

mi=
I
—
N———"
—~
@
wW
g
S—

1 2
~ G.(0,0,-- )(— . —) (3.35)
Insgesamt wird damit AG,
1
&

mit &z, 0 dem Kronecker—Symbol.
G, hat die Eigenschaft

Z(Gc(x + Ly, ) + Gc(x —Ly,--- ) - ZGC(x,y, e )) e—ikmm = (337)

2
—AG(z1,T2,* ,Ta) + 5 Ge(T1, 22, ,7a) & H‘S%OEGC(O’O’ ) (3.36)
i

23" Gul@,y, - )(cos(ky) — 1) *=%

wenn (. wie oben diskutiert periodisch ist. Wenn sie nicht periodisch ist, wie es bisher
mit G, x e /¢ implizit angenommen wurde, tritt ein Fehler nur an den Réndern auf. Die
Fouriertransformierte von AG, ist damit

Z\C_Tv/c(kl,kQ,---)%2

2

Mit der Poisson—Gleichung ? (3.36) ist dann

(cos(k;) —1)G. . (3.38)

d
=1

d
1\~ 1
(23 (eosti) 1)+ )G = 250375 Gel0,0,0+) (3.39)
i=1
wobei N die Kantenlinge des Hyperkubus bezeichnet. Gleichung (3.39) stellt eine ge-
brauchliche Methode zur Bestimmung der Korrelationslénge dar [124]:

d
—~-—1 1
Go = c(2) (cos(k) = 1) + 6_2) (3.40)
i=1

mit einer Konstanten ¢ wegen der rechten Seite von (3.39).

Ist das zugrundeliegende Gitter kein Hyperkubus, sondern fraktal, so d&ndert sich die
vorgestellte Herleitung. Als Ansatz fiir die verbundene Zweipunktkorrelationsfunktion
dient bis auf Vorfaktoren nun G, mit

Gx) = Y Gx-x")F)Fx") (3.41)
x! x!
x! — 3! —x
= G(x) Y FE)FE") , (3.42)
xl,xll
x! —xc! =x
*Die Differentialgleichung A¢ — k?¢ = —4nd(r) ist ein gingiger Zugang zur Fouriertransformierten der

Korrelationsfunktion [44]. Jedoch &ndert sich die Form von ¢ fiir verschiedene Dimensionen.
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wobei die x, x’ und x” Vektoren im einbettenden Raum sind und G, die oben diskutierte
Korrelationsfunktion. Die F'(x) stellen das Gitter dar; es ist F'(x) = 1, wenn an der Stelle
x ein Gitterplatz existiert, ansonsten ist F'(x) = 0. Die zugrundeliegende Idee ist, daf sich
im Prinzip an der Korrelation nichts &ndert bis auf den Umstand, daf die Beitréige fiir
solche Distanzen x’ — x" geringer werden, wenn diese seltener im Gitter auftreten. Es ist
keineswegs erwiesen, daf sich dieser Ansatz bew#dhren mufs. Mit

Y FE)Px') =) FE)FE —x)=> Fx)F(x—x (3.43)

1aRt sich der Term als Faltung auffassen, wobei F(x) = F(—x) verwendet wurde. Die
Fouriertransformierte einer Faltung ist bis auf Vorfaktoren das Produkt der Fouriertrans-

formierten und umgekehrt, also G, = Cflvc * ﬁQ, wobei * die Faltung bezeichnet. Damit wird
aus (3.40)

—~ /

Ge= (2 Z?Zl(cos(ki) -1+ 5%)

Erste Untersuchungen dieses Ansatzes zeigen, daf er kompatible numerische Ergebnisse
liefert. Er wurde jedoch nicht systematisch gepriift und wird daher im folgenden auch
nicht eingesetzt.

« F? . (3.44)

3.2.4 Probleme des FSS und Ergebnisse

Um FSS-Korrekturen zu vermeiden, muf nun ¢ < L sichergestellt werden, ohne ¢ eigentlich
zu berechnen. Da ein expandierter Sierpiniski—Teppich SC(k,i) nur eine Zahl miteinander
verkniipfter Sierpinski—Teppiche SC(k,0) darstellt und auch die mittlere Zahl néchster
Nachbarn in beiden dieselbe ist, ist deren thermodynamisches Verhalten identisch, solange
die Korrelationsldnge nicht die Bedingung £ < [ o verletzt, mit [ o als Kantenléinge des
kleineren der beiden Teppiche. Umgekehrt ist ein Abweichen ein eindeutiges Zeichen fiir
die Verletzung von £ < I .

In der Nihe der kritischen Temperatur, dort also wo léngst & > L, tief im FSS, soll-
te sich ein Gitter vom Typ SC(k,o00) verhalten wie ein 2D-Ising, denn jede SC(k,0)-
Teilmenge &8t sich als Kadanoff-Blockspin betrachten. Dieses Ising—Limit wird im fol-
genden nicht betrachtet werden.

Um zu priifen, ob die Methode des FSS in einem fraktalen Gitter zuléssig ist, wurde in
Abb. 3.7 der Verlauf von x in HTP fiir verschiedene Sierpirnski—Teppiche dargestellt (die
Daten befinden sich auch in Tabelle 3.3), ndmlich fiir SC(4,0) und SC(5,0) sowie deren ex-
pandierte Fassungen SC(4,1) und SC(5,1). In denjenigen Temperaturbereichen, in denen
sich SC(4,0) eindeutig wie SC(4,1) verhélt und SC(5,0) eindeutig wie SC(5, 1), also die
Bedingung § < li o klar erfiillt ist, ist jedoch das Verhalten von SC(4,0) véllig verschieden
von SC(5,0). Daraus folgt, dak die beiden Gitter in keinem hierarchischen Verhéltnis zu
einander stehen: SC(5,0) ist nicht die groRer skalierte Fassung von SC(4,0). Um aber
FSS einzusetzen, muf SC(k,0) in k skaliert werden, um im Verlaufe der Skalierung bei
der mathematisch korrekten Fassung des Fraktals bei SC(00,0) anzulangen. Da die Ver-
halten offenbar drastisch voneinander abweichen, muff man die SC(k,0) fiir verschiedene
k als verschiedene Systeme betrachten und die - naheliegende - Form des Skalierens in &
ist unzuldssig, FSS verboten: In (2.74) miifite ® durch ®j ausgetauscht werden und T¢
durch T,,. Dieses Verbot der Methode des F'SS beantwortet die Frage, weshalb die hier
dargestellten Ergebnisse von denen in der Literatur abweichen (siehe Tabelle III in [137],
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Referenz ‘ ¥ ‘ I} ‘
Bonnier [138] 2.2

Monceau [137] 2.754(25) 0.127(6)
diese Arbeit ~ 2.05 ~ 0.12

Tabelle 3.1: Die bekannten Ergebnisse fiir das Gitter SC31 mit den Spins auf den Sites
und periodischen Réndern. Die Ergebnisse in dieser Arbeit sind verschieden fiir verschiedene
Gitter und daher nur ungefdhr angegeben (s. Tabellen 3.2-3.4)

auszugsweise in Tabelle 3.1). Das Verbot von FSS bedeutet zusétzlich, dak fir SC(k,0)
verschiedene kritische Exponenten gefunden werden sollten und nur asymptotisch die des

SC(00,0).3

300

200

100

1.65 1.70 1.75 1.80
T

Abbildung 3.7: Verhalten von x T in HTP fiir verschiedene Gitter. Das grofier iterierte
Gitter SC(5,0) verhilt sich nicht wie das kleinere SC(4,0), das sich jedoch iiber einen brei-
ten Temperaturbereich verhélt wie SC(4,1), die expandierte Version von SC(4,0), ebenso
wie sich SC(5,0) verhélt wie SC(5,1), solange die Korrelationsldnge klein genug ist.

Im kritischen Bereich und aufserhalb des FSS koénnen die kritischen Exponenten der
Systeme SC(k,0) beobachtet werden. Ein direkter Fit von x oder M gegen eine Gleichung
der Form

xT = xz |T—Te (1 + correct.) (3.45)

3Es iiberrascht zunichst, daff sich SC(k,0) C SC(k + 1,0) nicht verhélt wie SC(k + 1,0), obgleich
es sich verhilt wie SC(k,1). Daraus folgt jedenfalls, daf es keine Methode gibt, um den Teppich auf
befriedigende Weise zu skalieren, also insbesondere unter Einhaltung der Iterationsregeln, die nur SC(k, 0)
mit wachsendem k zulassen. Aber ist dann das oben genannte Kriterium fiir £ < li,0 noch haltbar, oder
handelt es sich dabei moglicherweise lediglich um einen Artefakt? Nein. Die oben beschriebene Methode
zur Sicherung von & < li,o beruht nicht auf der These, daf SC(k,1) die vergroferte, skalierte Fassung von
SC(k,0) ist, sondern einzig auf der Tatsache, daf SC(k,1) ein Gitter vom Typ SC(k,0) ist, bei dem in
die periodischen Réinder Gitter vom selben Typ eingefiigt wurden — im Gegensatz zu SC(k+1,0), welches
das Eliminieren von Bonds erfordert.
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mit X(jf wie in (3.1) bietet dazu den Zugang. Aufgrund der Unsicherheit von 7, und der
unbekannten Korrekturen sind die Ergebnisse jedoch mit grofen Fehlern behaftet. Einen
Lgutmiitigeren Zugang bietet nun die in Abschnitt 3.1 entwickelte Methode. Ein Plot
von (xT')/(xT)" ist in Abb. 3.8 fiir verschiedene Gitter dargestellt. Alle eingezeichneten
Punkte sind giiltig im Sinne von § < I o, was mit einem Vergleich mit dem expandierten
Gitter sichergestellt wurde. Lediglich im Falle SC(6,0) konnte dieses Kriterium nicht
gewihrleistet werden, da SC(6,1) 18 - 2'® Spins enthilt und damit mit den zur Verfiigung
stehenden Ressourcen nicht zuginglich ist.

0.05 :
XT

xT) |
0.00

-0.05

[ [
-0.10 \

1.40 1.50

1.60 T 1.70

Abbildung 38.8: Ergebnisse fiir xT'/(xT)’ fiir verschiedene Gitter. Die Steigung ergibt das
Inverse des Exponenten -y, der Schnitt mit der Nullinie die kritische Temperatur (s.3.1).

Man erkennt in Abb. 3.8 deutlich das Absinken der kritischen Temperatur, dem Schnitt-
punkt mit der Nullinie, mit steigenden k, was auf die sinkende Zahl néchster Nachbarn
zuriickzufiihren ist. Auch die Steigung 1/ &ndert sich systematisch, aber nicht drastisch,
wie in Tabelle 3.2 oben aufgelistet. Die Anwendung derselben Methoden, direkt und M/M’,
auf M ergeben die in Tabelle 3.2 unten aufgelisteten Ergebnisse.

Die Ergebnisse der statischen Analyse sind insofern vorsichtig zu betrachten, als daf
sie von einer sehr geringen Zahl von Datenpunkten stammen. Daneben sind sie nicht
symmetrisch um 7, verteilt, was fiir die Fit-Methode nicht optimal ist. Dies ist wiederum
darauf zuriickzufiihren, daf der kritische Bereich in LTP sehr schmal ist. Dennoch sind
diese Ergebnisse methodisch unzweifelhaft. Nun sollen sie mit denen aus dem dynamischen
Verhalten der Systeme verglichen werden.
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Statische Ergebnisse tabellarisch

Gitter T. (x/x") v aus x/x' | 7 direkt (nur HTP)
SC(4,0) | 1.5266(11) | 1.911(15) 1.901(36)"
SC(5,0) | 1.5081(12) | 2.030(35) | 2.069(8)"

SC(6,0) | 1.4992(11) | 2.055(54)

Gitter | T, (M/M') | g aus M/M' | § direkt (nur LTP)
5C(4,0) | 1.52607(84) | 0.0961(9) | 0.1043(9)""
SC(5,0) | 1.51276(44) | 0.1230(9) | 0.1221(6)*
SC(6,0) | 1.49793(55) | 0.1373(30)

Tabelle 3.2: Ergebnisse der Exponenten v und g fiir das statische Verhalten. Es sind je
zwei Schiitzer angegeben, einer resultierend aus der y/x’-Methode, der andere aus einem
direkten Fit gegen (3.45). Die Markierung *'zeigt an, daff hier die kritische Temperatur
resultierend aus einem y/x’-Fit angewandt auf x eingesetzt wurde.
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Gitter T M xT xT/(xT)'
1.41 | 0.875247(90) 4.692(43)*s | 0.059(2)
142 | 0.867195(98) | 5.610(57)* | 0.056(2)
SC(4,0) LTP | 1.43 | 0.85829(11) 6.713(71)*3 | 0.051(1)
1.45 | 0.83794(13)* | 10.21(12)** | 0.044(1)*
1.47 | 0.81238(17)*2 | 16.64(19)*s 0.0373(8)*2
1.62 447.8(12)*2 -0.05624(38)*2
1.63 375.7(11)* -0.05915(44)*>
1.64 317.94(96)* | -0.06241(50)*
1.65 271.81(85) | -0.06677(58)
1.66 235.33(76) -0.06999(66)
1.67 205.20(67) | -0.07494(75)
1.68 180.43(60) -0.07998(86)
1.69 159.40(54) -0.08575(98)
SC(4,0) HTP | 1.70 142.62(49) | -0.0897(11)*
1.72 115.41(40) | -0.1001(13)*
1.74 95.33(34) -0.1121(16)*
1.76 80.72(29) | -0.1231(19)*
1.78 69.03(25) | -0.1341(22)"
1.80 50.71(22) | -0.1470(26)*
1.82 52.39(19) -0.1588(29)*1
1.84 46.47(17) -0.1708(33)*
141 | 0.875258(30) | 4.686(23) | 0.0597(24)
143 | 0.858315(36) | 6.722(40) | 0.0507(20)
SCUD) LTP | 5 | 0837820(45) | 10471(82) | 0.0386(20)
147 | 0.811988(61) | 19.49(24) 0.0256(15)
1.62 471.1(17)*2 -0.05624(38)*2
1.63 385.3(14) -0.0555(14)
1.64 324.4(12) -0.0594(15)
SC(4,1) HTP 1.65 275.7(10) -0.0636(17)
1.66 237.07(87) -0.0702(21)
1.68 180.90(67) | -0.0792(26)
1.70 142.63(53) -0.0897(32)
1.72 115.54(43) | -0.1013(40)
1.74 95.63(36) | -0.1111(47)
1.76 80.36(30) -0.1235(57)
1.78 68.92(26) -0.1352(66)
1.80 59.79(22) -0.1494(79)
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Gitter T M xT xT/(xT)
1.42 | 0.846053(72)* | 15.28(15)® | 0.0394(20)*
1.43 | 0.834709(81) 19.73(20)* | 0.0373(21)
SCO0) ETP 1 4y | 0.820901(94) 26.05(29)* | 0.0334(18)
1.45 | 0.80505(11) 35.69(45)* | 0.0299(15)
1.56 1892.7(66)* | -0.02843(35)*
1.57 1346.8(50) -0.03121(45)
1.58 998.9(39) -0.03520(59)
SC(5,0) HTP | 5 764.9(30) -0.03980(76)
1.60 600.3(24) 10.04421(94)
1.62 306.6(52)* | -0.0522(40)%
1.64 283.4(37)* | -0.0657(63)*
1.65 243.2(10) 10.0693(22)"
1.66 210.4(28)* | -0.0740(79)*s
1.68 163.0(22)% | -0.0842(98)*¢
1.70 130.2(17)% | -0.098(13)*
1.72 106.6(14)* | -0.095(12)*
1.74 88.9(12)% | -0.118(18)*
1.76 75.6(10)% | -0.133(22)%
1.78 65.2(9)" | -0.154(29)%
1.80 56.6(8)* | -0.162(31)*
1.45 | 0.805079(40) 35.41(27) | 0.032(36)"
SCBA) ETP 14 46 | 0.786814(47) 51.17(52) | 0.027(16)*
1.56 1917.2(73) -0.02578(93)
1.57 1354.2(52) -0.0303(13)
SC(51) HTP | 4 ¢ 997.6(39) -0.0355(17)
1.59 762.8(30) -0.0390(21)
1.60 602.1(79)* | -0.042(8)*s
1.62 402.0(54)* | -0.058(15)*
1.64 283.7(38)* | -0.063(17)*
1.66 210.5(28)* | -0.073(22)*
1.68 162.2(22)* | -0.080(26)%
1.70 130.5(18)* | -0.098(38)*
1.72 107.4(14)% | -0.114(51)%
1.74 89.4(12)% | -0.100(38)"
1.76 75.4(10)% | -0.114(48)*
1.78 65.2(9)% | -0.107(41)*
1.80 56.8(8)* | -0.222(175)%*s
1.45 | 0.782062(85) | 111.5(14) | 0.022(2)*
1.46 | 0.75731(11) 185.3(20)* | 0.0186(12)
SC(6.0) LTP | 1 47 | 0.72515(15) 340.7(60)* | 0.0151(14)
1.48 | 0.68149(23)*2 785(14)* | 0.0102(7)%2*3
1.52 13576(42)* | -0.01283(18)*2
1.53 6746(23)* | -0.01621(33)*
SC(6,0) HTP | 1oy 3869(14) | -0.02016(52)
1.55 2445.9(91) -0.02414(76)

Tabelle 3.3: Numerische Ergebnisse des statischen Verhaltens. Die folgenden Markierun-
gen wurden verwendet: *' Der Wert ist vermutlich zu weit von der kritischen Temperatur
entfernt, so daft héhere Ordnungen im Fit beriicksichtigt werden miifften. *2 FSS hat ein-
gesetzt. "3 Ein Fit von xT konvergiert sehr (zu) langsam. ** Nicht kritisch (zu weit von der
kritischen Temperatur entfernt). *5 Starke numerische Fehler. *¢Daten aus einem kurzen
Lauf (MCS fiir Gleichgewicht: 10*, fiir Statistik: 10°)
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3.2.5 Dynamisches kritisches Verhalten

Aus zwei Griinden sind die kritischen Exponenten aus statischem kritischen Verhalten auf
fraktalen Gittern problematisch:

e Die leistungsfahigste Methode, das FSS, ist nicht anwendbar

e AuRerhalb des FSS, wo £ < L sein muf, stellen die verschiedenen SC(k,0) ver-
schiedene Systeme dar. Grofere Realisierungen, deren Exponenten ndher an den
vermuteten asymptotischen liegen, bendtigen fiir jeden Iterationsschritt 8 mal soviel
Zeit.

Es ist daher dringend erforderlich, die Ergebnisse noch von anderer Seite her zu stiitzen.

Einen FSS-freien Zugang zu kritischen Exponenten bietet das dynamische kritische
Verhalten, wie es bereits in Abschnitt 2.5 vorgestellt wurde. Im folgenden wird es auf die
fraktalen Gitter angewandt.

3.2.6 Simulationen

In den hier durchgefiihrten Simulationen wurde als Ausgangskonfiguration die ferroma-
gnetische Ordnung, also M = 1 bei T' = 0, gewdhlt. Danach wurden 500 Heatbath—
Evolutionsschritte bei T' = T, angewandt. Um geniligend Statistik zu erzeugen, wurde diese
Prozedur 2 - 10* mal wiederholt. Fiir T, wurden die Ergebnisse aus der statischen Analy-
se verwendet. Um den Fehler auf Grund der Unsicherheit von 7T, abschétzen zu kénnen,
wurden dariiberhinaus fiir die Gitter SC(4,0) und SC(5,0) Simulationen bei T, + o(T¢)
durchgefiihrt. Das Gitter SC(6,0) konnte auf Grund limitierter Computer-Ressourcen nur
bei einer Temperatur simuliert werden und der Fehler von SC(6,0) ist daher von SC(5,0)
extrapoliert und somit wenig verlaflich, zumal dessen Schatzung fiir T, auf sehr wenigen
Datenpunkten beruht, die dariiberhinaus nicht durch das expandierte Gitter abgesichert
werden konnten.
Wie bereits in Abschnitt 2.5 diskutiert, wurden die Gréfen

(M), o 1-P/) (3.46)
0 2

» :w « $1Ww2) (3.47)

Vi = MBi gy o 4o1/@o) (3.48)

(M)

berechnet, wobei ¢t die Zahl der Evolutionsschritte bezeichnet.

Exemplarisch sind die Ergebnisse von (M); als Funktion von ¢ in Abb. 3.9 dargestellt.
Um die Exponenten effizient zu bestimmen, wurde (M); als Funktion von Vi; doppeltlo-
garithmisch aufgetragen (Abb. 3.10). Die Steigung ergibt 3. Entsprechend wurde mit
verfahren, die Steigung ergibt hier . Der dynamische Exponent z ergibt sich zusammen
mit v als Steigung der doppeltlogarithmischen Darstellung von Vi gegen ¢ (Abb. 3.11).

Um den Einflufl der Zeit t,,;. zu minimieren, wurden alle Datenpunkte ¢t < #,,;. vom
linearen Fit ausgeschlossen. Die Zeit t,,;. wurde bestimmt, indem die Datensétze in Schei-
ben [t; < t;y1] zerlegt wurden, wobei t;11 = t; + 10. Wenn sich die Ergebnisse ab einem
bestimmten ¢y nicht mehr verdnderten, war damit ¢,,;. < t;, bestimmt. Fiir grofiere ¢ treten
wieder starke Fluktuationen auf, da hier die Datenpunkte in einer doppeltlogarithmischen
Darstellung immer dichter liegen. Fiir SC(4,0) ergab sich ;. < 80, fiir SC(5,0) und
SC(6,0) tmic < 100. Die Ergebnisse dieser Fits sind in Tabelle 3.4 aufgefiihrt.

Beide Methoden, die statische und die dynamische, liefern zwei unabhéngige statische
Exponenten, ndmlich v und S. Sie sind direkt miteinander vergleichbar und konsistent.
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Abbildung 3.9: (M); gegen t fiir verschiedene Teppiche.

Gitter | Vi(t) — vz | x(Vi) — v | M(1) — B
SC(4,0) | 3.06(11) 1.959(32) | 0.1154(29)
SC(5,0) | 3.21(15) 2.048(49) | 0.1200(55)
SC(6,0) | [2.81(20)] | [1.913(67)] | [0.1019(74)]

Tabelle 3.4: Ergebnisse fiir die kritischen Exponenten aus dem dynamischen kritischen
Verhalten. Die Ergebnisse des SC(6,0) sind zweifelhaft (s. Text).

3.2.7 Berechnung des Fehlers der Exponenten

Fiir die Berechnung der Fehler dient im Falle der Exponenten aus statischen kritischen
Verhalten der Jackknife, wie er in Abschnitt 2.3 vorgestellt wurde. Auch im Falle dy-
namischem kritischen Verhaltens wurde zunéchst folgender Ansatz gewéhlt (im folgenden
direkte Methode genannt):

Obwohl zunichst nicht benétigt, werden alle Konfigurationen Y%, die im iten Lauf zur
Zeit t produziert wurden, in einer geordneten Menge gesammelt:

Sy = {2%72%7 e 72?’} ) (349)

wobei N die Zahl der Laufe bezeichnet und 1 < ¢t < t42, WOb€l t,,4; die maximale
Zeit. Gleichzeitig ist N die Zahl unabhdngiger samples: Das ist leicht einzusehen, da alle
Simulationen mit der gleichen Startkonfiguration beginnen und auf Grund dieser Pripara-
tion alle Korrelationen zwischen den einzelnen Laufen vernichtet werden. Jede bendétigte
thermodynamische Gréfle wird nun fiir jede Konfiguration berechnet; beispielsweise die
Magnetisierung zum Zeitpunkt ¢ ergibt sich dann als

M, = %2} Mz . (3.50)
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Abbildung 3.10: (M) gegen Vi; doppeltlogarithmisch fiir verschiedene Teppiche.

Die Standardabweichung konnte dann ebenfalls auf die iibliche Weise berechnet werden:
1 & .
o*(My) = + Z(M(Ei) - M) . (3.51)
]

Fiir kompliziertere Félle wire wiederum der Jackknife anzuwenden, wie er in Abschnitt
2.3 beschrieben wurde, etwa fiir Vi; und seinen Fehler. Uber den Logarithmus dieser
Daten kénnten dann die Schétzer der kritischen Exponenten, allgemein g, und deren Fehler
bestimmt werden. Obwohl im Prinzip lediglich ein Satz von Schétzern thermodynamischer
Grofken und deren Fehler fiir die Berechnung irgendeines kritischen Exponenten benétigt
wird, sollen diese Details allesamt in der Schitzerfunktion u versteckt werden, die eine
Funktion aller geordneten Mengen S; darstellt:

/,t:/,t(Sl,SQ,"' ’Stmaz) ° (352)

Ungliicklicherweise stellt sich dieser einfache Zugang als falsch heraus. Wenngleich sich
auch bei einer genaueren Analyse herausstellt, daf tatsdchlich alle Mengen S; aus unab-
héngigen Konfigurationen bestehen, so sind die Mengen S; untereinander nicht nur durch
die Korrelationen verbunden, die untersucht werden sollen und von den Formeln (3.46)
- (3.48) beschrieben werden, sondern dariiberhinaus noch durch die ,naive Methode", in
der sie erzeugt werden. Mit ,naiv* soll hier der Umstand bezeichnet werden, daf fiir jede
Konfiguration lediglich ein einziger Nachfolger produziert wird, statt den gesamten zur
Verfligung stehenden Phasenraum auszuschépfen. Und mehr noch: Untypische Konfigura-
tionen produzieren mdoglicherweise untypische Nachfolger und wenn ,die Evolution einmal
auf die schiefe Bahn gerét”, ist sie nicht mehr repréisentativ.

Das Jackknife-subsampling Verfahren, das in Abschnitt 2.3 diskutiert wurde, kann
jedoch auch hier angewendet werden. Die subsamples S;] i werden erzeugt, indem alle
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Abbildung 3.11: x; gegen Vi; doppeltlogarithmisch fiir verschiedene Teppiche.

Konfigurationen des iten Laufs aus allen Mengen S; entfernt werden:

S;:Ii = {Etla E%, e ’Ziilv Ei—'—l’ T ,Zé\l} = St\{zi} : (3-53)
Auf jede dieser neuen Mengen wird nun der Exponenten—Schétzer y angewendet und man
erhilt pu’i = u(S7, Sg%,-++ , S ). Der Mittelwert dieser Schitzer,
PR A
W=y on” (3.54)
i

reprasentiert den Jackknife-Schétzer des Exponenten und

N
N-1 .
o) = —— 2w —u’)’

1

(3.55)

ist dessen Standardabweichung. Die Berechnung des Schitzers innerhalb der Funktion p
ist unabhéngig von dem hier beschriebenen subsampling. Es ist daher moglich, zusétzlich
in dieser Funktion den Jackknife einzusetzen.

In Abb. 3.13 sind die verschiedenen Ergebnisse dargestellt, welche die beiden Metho-
den, die direkte und die eben beschriebene, produzieren. Dabei wurde der Datensatz
des dynamischen Laufes (M); von SC(5,0) in 10 gleich grofe, disjunkte Datensétze zer-
legt (binning) und beide Methoden angewandt, um die Exponenten und deren Fehler
auf Grundlage dieser Zehntel-Datensdtze zu berechnen. Man erkennt, daf das Jackknife—
subsampling Schétzer fiir 8 erzeugt, die miteinander kompatibel sind und auch in das
Fehlerintervall des Schétzers fiir den gesamten Datensatz G,y passen. Die direkte Methode
erzeugt dagegen Schitzer, die zwar fast exakt mit denen des Jackknife iibereinstimmen,
deren Fehler jedoch inkompatibel sind, und dariiberhinaus verschwindet der Fehler des
gesamten Datensatzes félschlicherweise im numerischen Fehler.
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Abbildung 3.12: Vi; gegen t doppeltlogarithmisch fiir verschiedene Teppiche.

3.2.8 Zusammenfassung

Es wurde das kritische Verhalten des Sierpiriski—Teppichs SCj3 1 studiert. Um konsistente
Ergebnisse zu erzielen, wurde FSS vermieden, und es wurde dargestellt, weshalb es auf
fraktalen Gittern nicht anwendbar ist. Es wurden zwei verschiedene Methoden verwendet,
um die kritischen Exponenten des Teppichs zu bestimmen, eine beruhend auf kritischem
Verhalten im Gleichgewicht, eine beruhend auf dynamischem kritischen Verhalten. Trotz
dieser vollig unterschiedlichen Ansétze wurden konsistente Ergebnisse fiir die Exponenten
gewonnen (s. Tabelle 3.2 und 3.4). Auf Grund der Abweichung dieser Ergebnisse von
denen des 2D-Ising ist gezeigt, dafs die hier behandelten Fraktale iiber eine gebrochene
Dimension auch hinsichtlich ihres kritischen Verhaltens besitzen.

Zum Abschluf sollen die Ergebnisse mit den Renormierungsgruppen—Berechnungen
[145] verglichen werden. Fiir den hier betrachteten Sierpirniski—Teppich ist dy; = 1.893
und eine 4 — € Renormierungsgruppen Rechnung ergibt v =~ 1.85 und 8 =~ 0.10. Das Er-
gebnis hier, v &= 2.05 und 8 = 0.12 wiirde demnach eher kompatibel mit dy ~ 1.70 sein.
Obgleich moglicherweise bisher unbeachtete Korrekturen eine Rolle spielen kénnten (der
Sierpinski—Teppich 3-1 gilt als moglicherweise “untypisch® [130]), bedeutet diese Diskre-
panz, daf die Hausdorff-Dimension der Fraktale offenbar nicht diejenige Dimension ist,
die der 4 — e-Entwicklung entspricht, obwohl sie zumindest einen Richtwert darstellt, also
fiir die Exponenten eine Korrektur in die richtige Richtung produziert.
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Abbildung 3.13: Vergleich der beiden Methoden, den Fehler der Schitzer der Exponen-
ten aus dynamischem kritischen Verhalten zu berechnen. Die direkte Methode fiihrt zu
inkompatiblen Ergebnissen, wihrend der Jackknife sinnvolle und kompatible Ergebnisse
produziert.
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3.3 Das V;y—Stiefel-Modell auf fraktalen Gittern

Die bisher erarbeiteten Methoden (x/x' und dynamic scaling) und Ergebnisse (ein Fraktal
ist fraktal im Sinne kritischen Verhaltens) sollen nun verwendet werden, um das kritische
Verhalten eines Phaseniibergangs der Form O(2)/0(0) zu erhellen. Dieser Abschnitt stellt
mithin das Endergebnis dieser Arbeit dar. Es sollen nun die Ergebnisse der Simulationen
des Stiefel-Modells, wie es in Abschnitt 1.5.3 vorgestellt wurde, diskutiert werden. Dazu
wird zunéchst der Stand der Forschung wiedergegeben und die Untersuchung des Stiefel-
Modells auf dem Fraktal motiviert. In den darauffolgenden beiden Abschnitten werden die
Ergebnisse fiir zwei verschiedene fraktale Gitter wiedergegeben. Abschliefend folgt eine
Zusammenfassung.

3.3.1 Motivation und Stand der Forschung

Phaseniiberginge in frustrierten Spin-Systemen mit Symmetriebrechung O(n)/O(n — 2)
sind seit langem aus Experimenten bekannt [146, 147] so etwa in helimagnetische Syste-
me wie Dysprosium, Holmium und Terbium [148] und sind immer noch Gegenstand der
aktuellen Forschung, wie etwa antiferromagnetische hexagonale Perovskite wie CsCuCls
[149, 150, 151, 152, 153, 154]. Bereits in den siebziger Jahren wurde mit den Mitteln der
Renormierungsgruppe in erster Ordnung gezeigt, daf der Phaseniibergang O(n)/O(n — 2)
mit n < 21.8 — 23.4¢€ und € = 4 — d nicht durch einen stabilen Fixpunkt (stabil beziiglich
aller anderen Felder als h und ¢) kontrolliert wird [56, 155]. Die Abwesenheit eines stabilen
Fixpunktes fiihrt zu einer Divergenz des Flusses und daher zu einem Phaseniibergang erster
Ordnung (s. Abschnitt 1.4.2). Wie in Abb. 3.14 dargestellt gibt es im Phasendiagramm
daher eine Linie, die einen Phaseniibergang erster Ordnung fiir kleine n und grofte d von ei-
nem zweiter Ordnung trennt. Von diesem Phaseniibergang zweiter Ordnung erwartet man
eine neue Universalitdtsklasse, die des chiralen Fixpunktes, d.h. einen neuen Satz kri-
tischer Exponenten. Aus der oben genannten Ungleichung folgt sofort, dafl experimentelle
magnetische Systeme, d.h. d < 3, einen Phaseniibergang zweiter Ordnung zeigen sollten.
Seit den Achtzigern zeigten Experimente sowohl einen Phasentibergang zweiter Ordnung (s.
[65]: [156, 157, 158, 159, 160, 161, 162, 163, 164, 165, 166]), als auch erster Ordnung [151].
Auch Simulationen [167, 168, 169, 170, 171, 172] favorisierten den Phaseniibergang zweiter
Ordnung und eine neue Universalitdtsklasse, die auch durch neuere analytische Ergebnis-
se der Renormierungsgruppe bestétigt wurde [4]. Mitte der Neunziger entwickelten jedoch
Antonenko und Sokolov in einer Drei-Schleifenndherung in zweiter Ordnung von e und fan-
den fiir n < 21.8 — 23.43¢ + 7.088¢2. Obwohl von ihnen fiir d = 3 verschiedene kritische n,
gefunden werden, unterhalb derer man einen Phaseniibergang erster Ordnung beobachten
miifite, schlieffen alle Ergebnisse einen Phaseniibergang zweiter Ordnung fiir n = 3 oder gar
n =2 aus [5, 173]. Zumbach entwickelte 1993 [6] das Konzept der almost second order
oder der quasi-zweiten-Ordnung, bei dem der Renormierungsfluff, wie er in Abschnitt
1.4.2 vorgestellt wurde, verursacht durch einen komplexen Fixpunkt ein Minimum zeigt:
Die Idee ist, daf der Renormierungsfluft in der Umgebung eines komplexen Fixpunkt zu
kriechen beginnt, genauso als wiirde er auf einen echten Fixpunkt zuflieken. Erst nach
einer grofen Zahl von Renormierungen hat er dann das Minimum passiert und divergiert,
die erste Ordnung wird sichtbar. Ergénzt wird dieses Konzept durch eine Korrektur der
Skalengesetze, die filir die kritischen Exponenten eines komplexen Fixpunktes gelten, der
ein Verhalten quasi-zweiter-Ordnung induziert. Man erhélt auf diese Weise das Kriteri-
um 7 < 0 fiir einen Phaseniibergang quasi-zweiter-Ordnung, 1 darf fiir Phaseniibergénge
zweiter Ordnung ansonsten nicht negativ werden [174].

Ein Phaseniibergang dieses Typs ist nicht universell, denn es héngt von der nicht-
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universellen initialen Lage auf der kritischen Oberfliche relativ zum basin of attraction ab,
ob das Einflugebiet des komplexen Fixpunktes erreicht wird, oder ob die Renormierung
davon wegfiihrt (s. Abb. 3.15). Dieses Konzept erklirt, warum verschiedene Modelle mit
gleichen Dimensionen, Symmetrien und Symmetriebrechung dennoch verschiedene Resul-
tate liefern. Wéhrend etwa der Heisenberg-STA (O(3) — O(1), s. Abschnitt 1.5.4) einen
Phaseniibergang quasi-zweiter-Ordnung zeigt, also mit n < 0, zeigt das ,direct trihedral
model“ [175, 176, 177, 178] einen deutlichen Phaseniibergang erster Ordnung.

Die Ergebnisse im Phasendiagramm 3.14 stammen von Zumbach fiir das Stiefel-Modell
[179]. Andere Ansitze, insbesondere solche fiir 2 4+ € (N Lo model [7, 180]), sollen hier
nicht weiter betrachtet werden, da sie letztlich nur zu einer feineren Unterscheidung der
Phaseniibergénge innerhalb des Gebietes zweiter Ordnung fiihren. Die in Abb. 3.14 ein-
gezeichneten Linien ergeben sich, indem man die explizit berechneten Punkte miteinander
verbindet, gestrichelt sind Extrapolationen eingetragen. Das Gebiet des Phaseniibergang
erster Ordnung findet sich fiir grofse d und kleine n, es folgt ein Streifen der Zumbach’schen
Phaseniiberginge quasi-zweiter-Ordnung und fiir grofe n und kleine d dann das Gebiet der
Phaseniibergénge echt zweiter Ordnung. Zum Vergleich ist das urspriingliche Ergebnis von
Antonenko und Sokolov in zweiter Ordnung von € als gestrichelte Linie eingetragen. Fiir
n = 2 findet man in diesem Diagramm mit ganzzahligen Raumdimensionen keinen Phasen-
iibergang zweiter Ordnung, da bei d = 2 der urspriingliche Ubergang O(2) — O(0) in Z,
und SO(2) zerfillt [66] und bei d = 3 bereits ein Phaseniibergang erster Ordnung beobach-
tet wird. Daher bleibt hier nur eine gebrochene Raumdimension, wenn man das Verhalten
der zweiten Ordnung priifen mochte. Bei n = 2 sollte man auch in der unmittelbaren
Umgebung von d = 3 einen Phaseniibergang erster Ordnung finden. Um sicherzustellen,
dak fraktale Gitter nicht unbekannte zusdtzliche Korrekturen hinzufiigen, wird das erste
Gitter, das hier untersucht werden soll, daher Hausdorff-Dimension dy ~ 2.97 haben. Das
zweite zu untersuchende Gitter liegt mit dy = 2.5 deutlich jenseits des Gebietes erster
Ordnung, wobei die Ndhe zum Einzugsgebiet des komplexen Fixpunktes unerheblich ist,
da ja hier das Verhalten einer Quasi-zweiten-Ordnung erwartet wird, es ist also in jedem
Fall ein kontinuierlicher Phaseniibergang zu erwarten. Beide Systeme sind in Abb. 3.14
durch Sterne gekennzeichnet.

3.3.2 Algorithmen und simulierte Gréfien

Fiir die Simulationen kommen alle lokalen Algorithmen in Frage, also Heatbath und Metro-
polis. Dariiberhinaus 14#t sich auch der Wolff-Algorithmus so erweitern, daf er auch auf
das Stiefel-Modell anwendbar ist. Soweit die Literatur gesichtet wurde, ist diese Modifika-
tion eines Cluster-Algorithmus auf einen Fall eines Ubergangs O(n)/O(n — 2) bisher nicht
gemacht worden. Dennoch liegt sie auf der Hand: Wie bereits in Abschnitt (2.2.2) dar-
gestellt, reicht es, eine Operation R anzugeben, mit deren Hilfe jede lokale Konfiguration
in jede andere iiberfiihrt werden kann und die gleichzeitig R? = 1 erfiillt. Da die lokalen
Konfigurationen als Tupel bestehend aus Chiralitdt ¢ und Spin—-Orientierung s; gegeben
sind, 1dft sich R zusammensetzen aus Identitdtsoperation oder Spiegelung von o (zufillig
gewahlt) und Spiegelung von s; mit zufélliger Lage der Spiegelebene.

Die lokalen Algorithmen lassen sich deutlich beschleunigen, d.h. in der Korrelationszeit
absenken, indem man Owerrelaration [181] anwendet. Diese Operation auf der Gitter-
konfiguration @ndert nicht die innere Energie, jedoch die Magnetisierung. Querrelazation
sorgt daher fiir eine Bewegung auf den Aquipotentialflichen (bzw. -Punktmengen) im
Phasenraum.
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Abbildung 3.14: Zumbachs Ergebnisse fiir den Phaseniibergang des Stiefel-Modells. Fiir
das zu untersuchende Modell mit d% = 2.97 (gekennzeichnet durch einen Stern) ist ein
Phaseniibergang erster Ordnung zu erwarten, fiir das zweite (ebenfalls gekennzeichnet durch
einen Stern) bei dy = 2.5 ein kontinuierlicher Phaseniibergang. Gestrichelt ist das Ergebnis
von Antonenko und Sokolov in zweiter Ordnung von e eingetragen, das urspriinglich erste
und zweite Ordnung trennte.

Im Stiefel-Modell mit dem Hamiltonian (1.116) ist bei Hg = 0 und H, =0

Hstiotel = —J Y (1 + 0i0j)sis; - (3.56)

.nn.j

Diesen Hamiltonian kann man jetzt bezliglich eines Gitterplatzes a zerlegen:

Hstietel = —J Z (1+ UZ'U]')SZ'SJ' — Jsq Z (14 0j04)si - (3.57)
i.nn.j .nn.a
i,jF#a

Betrachtet man nun m, = ), .. (1 4+ 0;04)s; als lokales Feld, so kann s, um diese Feld-
richtung rotieren, ohne Hsgjefel zu veréndern. Da es sich im Falle des V5 o-Stiefels bei den
s; um zweikomponentige Vektoren handelt, lassen sie sich an den m, spiegeln und man
erhalt*

MazSay MaySazx

May [m, 2
!
S, =Sq +2 . (3.58)

Da Owverrelazation die Energie nicht verdndert, betrifft sie insbesondere nicht die detai-
led balance. Auch die accessibility assumption ist nicht von dieser Operation beriihrt. Die

“Die Rechnung wird besonders hinsichtlich der Numerik wesentlich eleganter und je nach Hardware
auch schneller, wenn man die Spiegelung eines zweidimensionalen Vektors ins Komplexe verlagert. Wenn
der Vektor dort den Winkel ¢ und die Richtung, an der gespiegelt werden soll, den Winkel ¢, hat, dann
ist der neue Winkel ¢, = 29, — @s. Mit komplexen Zahlen also s’ = m”’s*/(mm*).
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Divergenz (Erste Ordnung)

. /Stiefel Vs,
N
/. AN STA

STAR Quasi-zweite-Ordnung
crossover
\

® - \\’—‘*
G H

Abbildung 3.15: Es hingt von der initialen Lage des Systems relativ zum basin of inter-
action ab, welchen Typ von Phaseniibergang es macht. Fiihrt die Renormierung nicht in
die Nihe des Einflufigebietes des komplexen Fixpunktes, wie im Falle des hier behandelten
Stiefel-Modelles V22 oder dem STAR-Modell bei d = 3 und n = 3, wird der Phaseniiber-
gang erster Ordnung sofort sichtbar. Fiir das STA-Modell wird hingegen ein Phaseniiber-
gang zweiter-Ordnung mit 7 < 0 beobachtet, nach den oben genannten Kriterium also ein
Phaseniibergang quasi-zweiter-Ordnung.

folgenden Zahlen stammen aus einer systematischen Untersuchung der Korrelationszeiten
beim Phaseniibergang erster Ordnung des Stiefel-Modell auf einem L = 15 SC-Gitter bei
der Ubergangstemperatur (T=2.4468 [65]).

Es wird erwartet, daf nicht nur die Amplitude der Korrelationszeit, sondern auch der
dynamische Exponent z durch die Querrelaxzation verdndert wird. Es gibt verschiedene
Modifikationen dieses Verfahrens: Man kann die Spins in zufélliger Reihenfolge dem Ver-
fahren unterziehen oder disjunkte Untergitter bilden, auf denen jeweils Spins liegen, die
nicht miteinander wechselwirken. Daneben 14t sich auf den ersten Blick noch mehr Entro-
pie erzeugen, indem an jedem Spin-Ort nur mit einer bestimmten Wahrscheinlichkeit eine
Overrelaxations—Operation durchgefithrt wird. Dariliberhinaus 146t sich das Verfahren be-
liebig oft hintereinander ausfiihren etc. Die Variationen sind deshalb so reichhaltig, weil

der Algorithmus die Energie des Systems nicht &ndert, d.h. das System in dem erlaubten
Bereichen des Phasenraumes bewegt.

Im folgenden wurde - wenn nicht anders angegeben - der Heatbath-Algorithmus mit
einer einzigen, das gesamte Gitter umfassenden, deterministischen Querrelazation disjunk-
ter Gitter verwendet. Der Wolff—Algorithmus schied vor allem deshalb aus, weil seine
Eigenschaften auf diesen Systemen noch nicht systematisch untersucht wurden.

Simulierte Grofien

In den Simulationen wurden die innere Energie und ihre hoheren Momente bestimmt,
sowie der Ordnungsparameter. Wie bereits in Abschnitt 1.5.3 angesprochen, 4%t sich der
Ordnungsparameter auf verschiedene Weisen definieren. Hier wurden folgende Definitionen
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Algorithmus ‘ ™ ‘ TE ‘ CPU-Zeit/us ‘ T, /ms ‘
Metropolis 2410 | 1729 | 1.55 3.74
Heatbath 444 381 | 3.09 1.18
Metropolis + Over (rnd) 1500 | 1248 | 1.79 2.69
Heatbath + Over (rnd) 369 | 310 | 3.25 1.20
Metropolis + Over (det) 1109 | 911 | 1.71 1.90
Heatbath + Over (det) 279 | 262 | 3.32 0.93
Metropolis + Over (det) + dis | 866 | 735 | 1.75 1.51
Heatbath + Over (det) + dis 363 | 310 | 3.18 0.98
Wolff 1271 | 1099 | 0.90 1.14
Wolff + Over (det) + dis 1083 944 | 1.21 1.30

Tabelle 3.5: Die Korrelationszeiten verschiedener Algorithmen fiir ein 15 x 15 x 15 einfach
kubisches Gitter mit Stiefel-Spins in Kombination mit der Overrelazation (in Tabelle durch
Over gekennzeichnet). Die Angaben 7py und 7 sind in sweeps, die Angabe 7., angegeben in
ms, die maximale Korrelationszeit multipliziert mit der CPU-Zeit in ps. Die CPU-Zeit ist
normiert auf einen sweep und einen Spin. Mit rnd ist die zuféllige Overrelazation bezeichnet,
mit det die erzwungene. Mit dis sind Anwendungen gekennzeichnet, bei denen disjunkte
Untergitter jeweils fiir sich der Querrelazation unterzogen werden. Eine zuféllige Reihen-
folge ist ebenfalls moglich, aber teurer und hier nicht dargestellt. Der Wolff-Algorithmus
schneidet iiberraschend schlecht ab, trotzdem er mit einer mittleren Clustergréfe von 1070
in jedem sweep etwa ein Drittel aller Spins zusammenfafft. Da die Werte lediglich der
Orientierung dienen, welcher Algorithmus zu verwenden ist, eriibrigen sich Angaben zum
Fehler.

verwendet:

Myy = =3 (3.59)
=— > s .
XY N : %
M, = 2 > (3.60)
- — g .
K N : ?

mit N der Zahl der Spins. Der Vollstédndigkeit halber sei hier eine Auflistung aller hier

verwendeten Grofen:

E = (Hstietel)

oM (M%) — (Mxy)?

XY= Gl T T
oMy (M2) — (M,)?

Xe = SHIp T

(E?) — (E)?
CH = g

(E*)

R Ti7

3.3.3 Ergebnisse bei dy = 2.9656 - - -

(3.61)

(3.62)
(3.63)
(3.64)

(3.65)

Bei dem in diesem Abschnitt untersuchten Gitter handelt es sich um die dreidimensionale
Verallgemeinerung des Sierpiriski—Teppichs 3—1 auf drei Dimensionen, SC3P (k, 1), wieder-
um mit Nachster—-Nachbar—Wechselwirkung, bei den in jeden Substituenten ein Stiefel-Spin
plaziert wird. Auch wenn hier im folgenden nicht expandiert werden wird, soll die genannte
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Notation beibehalten werden. Wie in Abb. 3.16 dargestellt, erhdlt man den Generator des
SC3P | indem der mittlere Wiirfel aus einer Konstruktion bestehend aus 3 x 3 x 3 Wiirfeln

entfernt wird. Initiator und Substituent sind jeweils ein Wiirfel. Die Hausdorff-Dimension
ergibt sich zu dy = In(26)/1In(3) = 2.9656 - - - .

Abbildung 3.16:  Explosionszeichnung* des Generators des dreidimensionalen Sierpiriski—
Teppichs 3 — 1. Von 3 x 3 x 3 Wiirfeln wird der zentrale entfernt.

Identifikation eines Phaseniibergang erster Ordnung

Fiir dieses Gitter wird ein Phaseniibergang erster Ordnung erwartet, wie er fiir dyy = 3 im
Stiefel-Modell bereits gefunden wurde [65]. Ein Phaseniibergang erster Ordnung l&8t sich
durch folgende Kriterien identifizieren [182, 183, 184, 185]:

e Das Histogramm P(E) mit E der inneren Energie hat einen Doppelpeak am Uber-
gang.

e Das Maximum der spezifischen Wérme cpy, q; und der Suszeptibilitit xeq sind pro-
portional zum Volumen V' (FSS), wiahrend in einem Phaseniibergang zweiter Ordnung
die Maxima schwécher als V' divergieren.

e Das Minimum von

_ (E*)
B=1- 3(57)? (3.66)
geht wie
B=B*+BOv-lLoWV?) (3.67)

mit B* # 2/3 [182] (FSS), wihrend es im Falle eines Phaseniibergang zweiter Ord-
nung mit L — oo gegen 2/3 strebt.

e Die Temperatur, an der die spezifische Warme cy bzw. die Suszeptibilitdt x ein
Maximum haben, geht wie Tyee = To +aV 1 + O(V ~2) [182] (FSS)



3.3. DAS V5, STIEFEL-MODELL AUF FRAKTALEN GITTERN 101

Kriterien, die auf Uberlegungen zum FSS beruhen, sind - wie bereits oben festgestellt -
auf fraktalen Gittern hochstens von qualitativer Natur. Wird dennoch FSS verwendet,
so findet man wegen cg,,qe x L*” mit /v = d und vd = 2 — « aus dem Josephson—
law (1.42) @ = 1 und v = 1/d. Mit /v = d findet man wegen (1.42) und Rushbrooke
(1.40) v = 1 und B = 0. Mit Widom (1.41) divergiert dann ¢ und mit Fisher (1.43) wird
71 = 2 — d. Diese Exponenten wirde man finden, wenn man versuchen wiirde, FSS zur
Berechnung kritischer Exponenten auf einen Phaseniibergang erster Ordnung anzuwenden.
Diese Exponenten sich bei einem Ubergang schwach erster Ordnung zu erwarten [183].
Daf ein Histogramm P(E) einen Doppelpeak am Ubergang hat, ist unmittelbar ein-

leuchtend: Wegen U = F — Tg—g " mufs die innere Energie am Phaseniibergang erster

Ordnung per definitionem springen oder divergieren, und daher bildet sich in endlichen
Systemen fiir die Energie links und rechts vom Ubergang je ein Wahrscheinlichkeitspeak
aus (eine Divergenz der inneren Energie bei endlichen Temperaturen wire unphysikalisch).

Im konkreten Fall war eine FSS-Analyse kaum mdglich. Im zweiten Iterationsschritt
hat das SC3P(2,0) ein Grofe von 262 Spins und ist damit sehr klein. Der nichste Schritt
hat mit 262 Spins bereits eine brauchbare Gréfe, zum Vergleich: Ein 2D-Ising hitte mit
L = 132 etwa ebensoviele Spins. Jedoch ist die Zahl der nichsten Nachbarn in dem
Fraktal wesentlich hoher, man findet in derselben Notation wie in (3.20) fig; = 5.6894 und
fi3; = 5.6617. Das niichst groRere Gitter SC3{(4,0) ist bereits an der Grenze dessen, was
mit den zur Verfiigung stehenden Ressourcen zu simulieren ist (2D-Ising hitte L = 676),
ein SC3P(5,0) kommt gar nicht mehr in Frage.

Ergebnisse der Simulation

Um den Phaseniibergang erster Ordnung identifizieren zu koénnen, mufite zundchst die
Ubergangstemperatur gefunden werden. Dazu bieten sich die Peaks in y und cg sowie das
Minimum von B (3.66) an. Gerade diese Grofe ist besonders interessant, da zur Unter-
scheidung zwischen erster und zweiter Ordnung nicht unterschiedliche starke Divergenzen
herangezogen werden miissen, sondern lediglich B* # 2/3 zur Disposition steht. Alle Er-
gebnisse wurden mit 10° bis 2 - 105 MC-Schritten zum Equilibrieren und 106 MC-Schritten
fiir die Statistik gewonnen.

In Abb. 3.17 ist der Verlauf B(T') eingezeichnet. Die Interpolationen wurden mit Hilfe
der Histogramm-Methode angefertigt (s. Abschnitt 2.4), auch wenn a priori klar ist, daf
diese Methode bei einem Phaseniibergang erster Ordnung, der typischerweise unter dem
Auftreten metastabiler Zusténde leidet, versagen muf, weil es nur mit sehr grofser Statistik
moglich ist, das Histogramm iiber die Phasengrenze hinweg ausreichend fein aufzul6sen.
Die Verteilung wird dariiberhinaus typischerweise sehr breit. Die daraus resultierenden
Artefakte sind ebenfalls in Abb. 3.17 zu sehen. Dennoch kann die Histogramm-Methode
einen Anhaltspunkt liefern, wo nach dem Ubergang zu suchen ist.

In Abb. 3.17 ist die vermutete Quasi-Ubergangstemperatur Ty ~ 2.304 fiir das Gitter
SC3P(3,0) bereits gut zu erkennen. Fiir diese Temperatur ist das Histogramm in Abb. 3.18
zusammen mit dem Histogramm von SC3P(2,0) bei T = 2.32 gezeigt, das trotz seiner
geringen Grofse bereits eine Einschniirung zeigt. Da die erste Ordnung {iberdeutlich zu
erkennen ist, wurde auf weitere Simulationen verzichtet.

Zusammenfassung

Wie erwartet zeigt das Va o—Stiefel-Modell auch auf den fraktalen Gittern SC3{(2,0) und
SC3P(3,0) einen Phaseniibergang erster Ordnung. An diesem Punkt ist das Phasendia-
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0.68
B
0.67 r A

0.66 | sc®,,(3,0)

0.65 r q

0.64 -
3D
sc®,.(2,0)

|

0.62 . ‘
230 | 231 2.32 233 1 234
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Abbildung 3.17: Zur Feststellung der Ubergangstemperatur dient das Minimum der Grofe
B (3.66). Auch wenn die Histogramm-Methode zu deutlichen Artefakten fiihrt, da nicht
geniigend Statistik verfiigbar ist, gibt sie doch einen Anhaltspunkt, wo nach dem Ubergang
zu suchen ist. Die Pfeile von oben markieren die Minima von B, die Pfeile von unten die
Stellen an denen die Simulation durchgefiihrt wurde, die in Abb. 3.18 zu sehen ist.

gramm reffig:frustdiagramm also bestétigt. Eine weiterfiihrende Untersuchung, insbeson-
dere die Feststellung der Ubergangstemperatur eriibrigt sich auf Grund der Eindeutigkeit
der Ergebnisse und der Fragwiirdigkeit des fiir eine eingehendere Analyse benétigten FSS.
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Abbildung 3.18: P(E)-Histogramme fiir die beiden Gitter SC3{(2,0) und SC3P(3,0).
Die Energie ist auf einen Spin normiert. Die erste Ordnung ist deutlich zu erkennen.
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3.3.4 Ergebnisse bei dy =2.5---

Das zweite untersuchte Gitter, von dem ein Phaseniibergang zweiter Ordnung erwartet
wird, ist ein Menger-Schwamm M E3P (k,i) [127]. Der Unterschied zwischen Menger—
Schwdmmen und Sierpiriski—Teppichen besteht im Generator. Den des d-dimensionalen
Sierpinski—Teppichs kann durch

0 falls ng(:cz) =0
G(IL'l,.’EQ, T 7$d) = (368)

1 ansonsten

darstellen, wobei g(z) ein Vektor mit ! Komponenten und Zi g(i) = [ — g. Dann bedeutet
eine 1 im Generator, daf dort ein Substituent liegt, eine 0 bedeutet ein Loch. Fiir die oben
diskutierten Sierpiriski—Teppiche ist g = (1,0,1) mit ¢g(¢) = ¢;. In der gleichen Notation
sieht der Generator des Menger-Schwamm fiir drei Dimensionen so aus:

0 falls Y0 g(z;) <1
G(.Tl,.’L'Q,./L':}) = (369)

1 ansonsten

Der Menger-Schwamm hat demnach mehr Locher. Der Generator entsteht, indem man
von [ Wiirfeln ¢% im Zentrum entfernt und 6 x ¢? auf den Seiten. Der hier verwendete
Schwamm mit [ = 4 und ¢ = 2 ist in Abb. 3.19 dargestellt. = Der Generator besteht

Abbildung 3.19: Der Generator des Menger-Schwamms 4 — 2 ensteht, indem man den
eines dreidimensionalen Sierpinski—Teppichs 4 — 2 auch an den Rindern durchstoft.

aus 4% — 23 — 6 x 22 = 32 Substituenten. In der zweiten Iteration besteht er daher aus
32 x 32 Spins bei f19; = 3.9375, dafs bereits unter dem des Quadratgitters liegt. Der néchste
Iterationsschritt erzeugt mit 323 = 1812 (diese Angabe zum Vergleich mit 2D-Ising) ein
Gitter brauchbarer Grofse, wobei nig; = 3.72656. Ein Gitter eines weiteren Iterationsschritts
zu simulieren, ist mit 32* = 10242 nicht mehr sinnvoll méglich. Im folgenden also einige
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vage Schiitzungen auf der Basis des M E32(2,0) und verliRlichere Ergebnisse auf Basis des
ME3P(3,0).

P(E) am Ubergang

Fir M EZ’QD mufs nun zundchst gepriift werden, ob méglichweise doch ein klarer Doppelpeak
am Ubergang auftritt. Dazu muf zunéchst die Ubergangstemperatur Tirans gefunden wer-
den, von der vorerst nicht bekannt ist, ob sie nicht moéglichweise die kritische Temperatur
T, eines Phaseniibergangs zweiter Ordnung ist. Die Abwesenheit eines Doppelpeaks bedeu-
tet im Umkehrschluf jedoch nicht automatisch, daf kein Phaseniibergang erster Ordnung
vorliegt. Liegen die Peaks nur geniigend dicht beieinander, ist es mdglich, dafs die erste
Ordnung in P(E) nicht sichtbar ist.

Es stellte sich als auRerordentlich schwierig heraus, die Ubergangstemperatur genau zu
bestimmen. Einen ersten Anhaltspunkt gibt die x/x'-Methode fiir die Daten der Chira-
litdt und der XY-Magnetisierung des M E34(2,0). Diese Analyse ist jedoch mit Vorsicht
zu behandeln, da das Gitter sehr klein ist. Fine seritse Analyse ist mit diesem System
gar nicht mdoglich. Das Ergebnis ist in Abb. 3.20 zu sehen und soll nur einen ungefihren
Eindruck vermitteln (wiederum mit 105 Schritten zum Equilibrieren und 108 fiir die Sta-
tistik, wiederum mit Heatbath und disjunkter, deterministischer Overrelaxation). Mit der
in Abschnitt 3.1 vorgestellten Methode ergibt sich ein Tipqns = 1.55 und 7 in der Nihe
von 1. Man kann T}.4ns auch iiber die mittlere Zahl néchster Nachbarn abschétzen und
erhdlt Tirans ME = Tirans SCTitrans ME/Ttrans s¢ =~ 1.51. Es mag an dieser Stelle wichtig

0.3

TIXT) | ,
X (X ) . XXYT/(XXYT)
0.2 | = X T/XT) ]

0.1

0.0

pEEEER
= =

oSS oy =
E *g

-0.1 | . .

T =1553 T,,=1.559

by

1.40 1.50 1.60 170 T 1.80

Abbildung 3.20: xxvy7T/(xxyT) und x«T/(x<T) fir den Menger-Schwamm
ME3?(2,0). Dieses (zu kleine) System liefert Tyyqns = 1.55 und v = 1.

sein zu betonen, daf auch ein Phaseniibergang schwach erster Ordnung ein Bild wie 3.20
produzieren konnte.

Um die Histogramme auf einen Doppelpeak hin zu {iberpriifen, sind sie in Abb. 3.21
zusammen mit den Verldufen der Grofen cpy, xxy und x, fiir den Menger-Schwamm
ME3P(2,0) dargestellt.

Fiir den néchst groferen Schwamm verhindert die immense Korrelationszeit von bei-
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spielsweise 7as = 447 bei T' = 1.4 eine eingehendere Analyse mit den Mitteln der statischen
kritischen Phénomene. Mit dieser Korrelationszeit reduziert sich die Zahl effektiv unab-
hingiger Samples auf 221 bei 2-10° sweeps. Diese 2-10° sind jedoch die Grenze dessen, was
an Rechenzeit investiert werden sollte bei einer breit angelegten Suche nach der kritischen
Temperatur. Mit der Darstellung der Histogramm-Spitzen fiir 7' = 1.42 bis 7' = 1.58 in
Abb. 3.22 soll die Analyse statischer Daten an dieser Stelle daher beendet sein.
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Abbildung 3.21: Die Histogramme des Menger-Schwamms M E33 (2,0) in der Umgebung
der Maxima von X, xxy und cm zeigen keinen Doppelpeak.

-0.04 -0.02 0.00 0.02 o 0.04
Abbildung 3.22: Die Spitzen der Histogramme des Menger-Schwamm M E3Y(3,0) im

mutmaRlichen Bereich des Ubergangs zeigen keinen Doppelpeak. Aufgetragen ist auf der
Abszisse die Energiedifferenz um das Maximum des normierten Energie-Histogramms.
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Die Binder—Kummulante im dynamic scaling

Obwohl die Motivation aller bisher vorgestellten Verfahren war, die Information, die man
aus einer Simulation entnehmen kann, zu maximieren, reichen die Methoden offenbar nicht
aus, um die kritischen Exponenten des Menger-Schwamms M E3P (3,0) zu bestimmen. Die
im folgenden vorgestellte Methode® stellt derzeit den einzigen Zugang zu dem Problem dar,
es bedarf jedoch noch intensiverer Studien, um die Methode zu festigen.

Der von Zheng [117] vorgeschlagene Ansatz fiir das Verhalten der Magnetisierung bei
dynamic scaling (2.98) wird dabei wieder aufgegriffen, und aus dem Ansatz fiir den singu-
laren Teil der freien Energie (2.99) wird

FUT = Te), hytymg) = b~ fF((T — Te) B, h bV /6%, 170myg) (3.70)

wobei mg die initiale Magnetisierung bezeichnet. W&hlt man als Anfangszustand den
Grundstand des Systems, also mg = 1, so befindet sich das System bereits an einem
Fixpunkt der Magnetisierung, so die Argumentation von Zheng. Damit wird (3.70)

FUT =T.), h,t,1) = b7 f((T — Tc) b%, hb¥ /b7, 1) . (3.71)
Fiir den Fall eines ideal ungeordneten Zustandes 7' — oo ist hingegen auch ganz formell
FU(T —T.), h,t,0) = b~ f((T — T.) b¥, hb¥ , 1/b7,0) . (3.72)

Durch zweimaliges Ableiten nach dem &ufseren Feld findet man ausgehend von einem un-
geordneten Zustand die zeitabhiingige Suszeptibilitiit, x?, bzw. ausgehend von einem voll-
kommen geordneten Zustand T'= 0, x;. Der Quotient dieser beiden Grofen

0
Ux =X (3.73)
Xt
1Rt sich mit b = #(1/?) und bei h = 0 schreiben als
(T -T2 t5+,0,1,0)
f”((T - Tc) t%aoa 1a ]-)

UX(t,T) (3.74)

wobei f” die zweifache Ableitung von f nach h bedeutet und y; = 1/v verwendet wurde.
Nimmt man nun an, diese Funktion liefe sich in der Néhe des kritischen Punktes entwickeln,
findet man [39]

UX(t,T) = U* + ay(T — Te)tY/ V) 4 eyt (3.75)

vollig analog zu (2.82) mit der Ersetzung L'/ — ¢!/(*2). In einer genaueren Behand-
lung wiirde die correction to scaling cyt~“* von vornherein in den Argumenten der Freien
Energiedichte auftreten, worauf hier jedoch verzichtet wurde.

Diese Binder-Kummulante filir das dynamic scaling soll nun analog zu der hochemp-
findlichen Methode im FSS dazu verwendet werden, die kritische Temperatur des Menger-
Schwamms M E32(3,0) zu bestimmen. Sobald diese bekannt ist, kann das dynamic scaling
an dieser Stelle dazu verwendet werden, die kritischen Exponenten zu bestimmen.

Ebenfalls véllig analog zum FSS (s. Abschnitt 2.4) wird nun UX(¢,T) statt fiir ver-
schiedene Systemgrofen L fiir verschiedene Zeiten ¢ in Abhéngigkeit von der Temperatur T

®Der Vorschlag und die genauere Analyse zu dieser Methode stammen von D. Loison. Im Lichte dieses
Ansatzes gewinnt die Anwendung der Histogramm-Methode auf das dynamic scaling (s. Abschnitt C),
das im Rahmen dieser Arbeit entwickelt wurde, besondere Bedeutung.
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aufgetragen. Withrend der Schwamm M E3P(2,0) keine sinnvollen Ergebnisse liefert (un-
abhéngig von der Temperatur ist Uy, (¢,T) praktisch konstant in ¢, was auf die geringe
SystemgroRe zuriickzufiihren ist), sind die Ergebnisse fiir den Schwamm M E3P(3,0) durch-
aus brauchbar. In Abb. 3.23 sind fiir verschiedene Simulationszeiten die Werte von U, (¢, T)
aufgetragen. Abb. 3.24 zeigt im gleichen Temperaturbereich U%y,(¢,T). Wihrend erstere
recht deutlich einen Schnitt bei T ~ 1.503 zeigt, ist dieses Verhalten in Abb. 3.24 nicht
zu sehen. Vielmehr scheint sich anzudeuten, daf sich die Kurven deutlich unterhalb von
T = 1.45 kreuzen.

0.35

Kt

0.30

0.25

0.20

0.15 ,

0.10
1.45 1.50 T 1.55

Abbildung 8.23: UX,(t,T) fiir verschiedene ¢ in Abhéngigkeit von der Temperatur.

0.20

XYt

0.15

0.10

0.05 :
1.45 1.50 T 1.55

Abbildung 3.24: U%,(t,T) fiir verschiedene ¢ in Abhéngigkeit von der Temperatur.
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Zwei Uberginge?

Es stellt sich an dieser Stelle die Frage, ob méglichweise zwei Ubergiinge auftreten, zunichst
ein Ising-Ubergang (Zo — 1) und bei einer etwas tieferen Temperatur dann O(2) —
O(1). Diese Erscheinung ist bekannt [186, 66] insbesondere fiir das Stiefel-Modell auf
einem Quadratgitter. Fiir den Fall, daf es sich in der Tat um zwei Uberginge handelt,
ist als zweiter Ubergang ein Kosterlitz— Thouless Phaseniibergang (s. Abschnitt 1.1.2)
zu erwarten. Die Exponenten des Ising—Ubergangs miifiten dann mit denen eines Ising-
Modells auf einem M E3P verglichen werden.

Um einen Vergleich zu ermdoglichen, wurden die obigen Simulationen auf einem Ising-
Modell wiederholt. Die kritische Temperatur 186t sich bereits recht gut durch Untersuchung
des statischen kritischen Verhaltens abschitzen, jedoch bringt U} ein genaueres Ergebnis
TH™9 — 2 455(5) (s. Abb 3.25, der Fehler ist geschiitzt)

0.100

0.090

0.080

0.070

0.060

0040 bt e
2.40 2.45 2.50

Abbildung 3.25: UX(¢t,T) fiir das Ising—Modell verschiedene ¢ in Abhéngigkeit von der
Temperatur.

Bei T' = 2.45 und damit in der unmittelbaren Umgebung wurden dann die folgenden
Exponenten mit der Methode des dynamic scaling fiir das M E3L (3,0) ermittelt:

plme = 0.559(3) (3.76)
FlEng = 1.707(7) (3.77)

Da vor allem der Einflufs der Temperatur bisher noch nicht systematisch untersucht wurd,
sind die angegebenen Fehler nur die der Statistik und daher sicherlich um eine Gréfenord-
nung zu klein.

Die Simulation des Stiefel-Modells auf dem M E3P(3,0) bei TStefel — 15026 brachte
fiir die Exponenten der Chiralitét:

pStiefel-Chiralitdt ) 690/(5) (3.78)

Stiefel-Chiralitét 1 9959 (3.79)
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bzw. fiir die Exponenten von M xy

[Stefel-XY - — ) 864(5) (3.80)

AStiefel-XY 1 179(9) (3.81)

Zum direkten Vergleich des Verhaltens des Ising-Systems und der Chiralitdt des Stiefel-
Modells sind in Abb. 3.26 die Ordnungsparameter in Abhéingigkeit von Vj; dargestellt
und Abb. 3.27 die Suszeptibilitdten in Abh#ngigkeit von Vi;. Diese Ergebnisse las-

0.5

M

1t

03|

0.1

0.0002 0.0005 \Y, 0.0009

1t

Abbildung 3.26: Dynamik der Magnetisierung des Ising—-Modells Mys;ng und der Chira-
litdt des Stiefel-Modells M, im Vergleich. Gestrichelt sind die jeweiligen Ergebnisse fiir 3
eingetragen.

sen keinen eindeutigen Schluf zu. Die Exponenten des Stiefel-Modells sind verschieden
fiir die verschiedenen Komponenten des Ordnungsparameters aber doch vor allem in -y
deutlich verschieden von denen des Ising—Modells. Es ist denkbar, daf eine Korrektur
in Temperatur-Schiatzung dazu fiihrt, daf die Simulationen dann konsistente Ergebnisse
liefern, die allerdings erst nach Fertigstellung dieser Arbeit vorliegen werden.

3.3.5 Zusammenfassung und Kritik

Ein Ziel konnte erreicht werden: In der Tat findet man auch bei gebrochenen Dimensio-
nen in der unmittelbaren N&he von dy = 3 fiir das Stiefel-Modell einen Phaseniibergang
erster Ordnung. Die weiterfithrende Frage, ob dieser sich wie erwartet in einen einzigen
Phaseniibergang zweiter Ordnung umwandelt, wenn die Hausdorff—-Dimension noch wei-
ter abgesenkt wird, konnte jedoch nicht abschliefend beantwortet werden. Bei genauerem
Hinsehen ldfst sich nicht einmal zuverldssig die Frage beantworten, wieviele Phaseniiber-
gidnge beobachtet werden und von welcher Ordnung sie sind. Dies ist jedoch nicht auf
methodische Probleme zuriickzufiihren, sondern in erster Linie auf mangelnde CPU-Zeit.
Es ist davon auszugehen, dafs die Frage in nachster Zeit geklért werden wird.

Einerseits ist das Ergebnis sicherlich enttduschend: Trotz der erheblichen methodischen
Vorarbeiten und den grofen numerischen Aufwand bleibt die Frage unbeantwortet. Ande-
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0.0001 0.0003 0.0009

Abbildung 3.27: Dynamik der Suszeptibilitit des Ising—Modells X1sing und der Suszep-
tibilitdt der Chiralitdt x. des Stiefel-Modells im Vergleich. Gestrichelt sind die jeweiligen
Ergebnisse fiir v eingetragen.

rerseits stellt die Perspektive, es moglichweise mit einem KT-Ubergang zu tun zu haben,
eine ganz neuen, spannenden Aspekt dar.

3.4 Zusammenfassung und Ausblick

Nachdem die Resultate vorgestellt wurden, stellt sich die Frage, inwiefern diese Arbeit
ihrem Titel gerecht werden kann. Die zentrale Frage nach Ordnung und Universalitdtsklasse
eines Phaseniibergang wurde bei dy = 2.9656--- in Ubereinstimmung mit Simulationen
bei dy = 3 und letzten analytischen Resultaten beantwortet: Es handelt sich um eine
starke erste Ordnung. Im Falle von dy = 2.5 gibt es Hinweise auf einen oder zwei Phasen-
iibergéinge zweiter Ordnung. Handelt es sich um einen einzigen Ubergang, so wire dies
ein weiteres Indiz fiir die Richtigkeit der Renormierungsgruppe. In dieser Arbeit kann
die abschliefsende Antwort auf diese Frage nicht gegeben werden. Jedoch sind Methoden
entwickelt worden, die es ermdglichen werden die Frage zu beantworten: x/x’ (3.1) und
U; (3.3) in Zusammenhang mit dynamic scaling und moglicherweise der Histogramm-—
Methode (Anhang C). Sie sind notwendig geworden, nachdem die Analyse des Ising—
Modells auf einem fraktalen Gitter gezeigt hatte, daf die leistungsfahigste Methode, das
FSS, auf solchen Gittern scheitert.

Die Publikation der hier vorgestellten Ergebnisse wird eine eingehende Analyse mit den
hier vorgestellten Methoden notwendig machen und die Frage dann sicherlich beantworten.
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Anhang A

Heatbath-Algorithmus fir XY-Spins

A.1 Einleitung

Der Heatbath-Algorithmus wurde bereits in Abschnitt 2.2.2 erklirt. In der Ubergangs-
wahrscheinlichkeit (2.46)

—ﬁEE/
S e P
geht fiir kontinuierliche Modelle die Normierung in ein Integral {iber. Die Wahrschein-

lichkeit fiir einen Spin, den Winkel 8; zum lokalen Feld der Stérke m; einzunehmen ist
dann

W(E - %) = (A1)

e—JBmi cos(;)

f27r e—JBm; cos(8:) 40

W(Oz,mz) = ; (AQ)

wobei

die Summe der benachbarten Spins und m; = |m;| ist. Im Gegensatz zum dreidimensio-
nalen Fall n = 3, wo das Integral im Nenner auch fiir beliebige Grenzen

27r/e_Jm cos(9) gin()df = j—;e_Jm cos(9) (A.4)

geschlossen darstellbar ist, ist das fiir das XY-Modell nicht der Fall. In der Folge findet
man auch keine Realisierung dieses Integrals auf géngiger Computerhardware.

Um die Ubergangswahrscheinlichkeitsverteilung zu realisieren, muR die Gleichvertei-
lung auf einem Intervall 0BdA [0, 1] , wie sie von praktisch allen Zufallszahlengeneratoren
erzeugt wird, transformiert werden. Eine Transformation 7'(r), die jeder Zufallszahl r
einen Winkel § = T'(r) : [0, 1[— [0, 7[ zuordnet, muf dann die Eigenschaft haben, daf die
Wahrscheinlichkeit fiir T'(r) = 6 gerade die gesuchte Verteilung ist:

P(r|T(r)=0)dr = P(r|T(r) = 9)%d0 = W (0)db (A.5)
mit 7’ = 9L, Es ist demnach 1/7" = W (6) gefordert oder r = fo W (60')dé' und daher
-1
= / W] () . (A.6)

wobei die hochgestellte —1 die Umkehrfunktion bezeichnen soll.

115



116 Anhang A Heatbath-Algorithmus fiir XY-Spins

A.2 Numerische Realisierung

Wie bereits oben angegeben, hingt die Ubergangswahrscheinlichkeit vom lokalen Feld und
der Temperatur ab. Es ist daher die Umkehrfunktion der zundchst nicht normierten Ver-
teilung

0
f0.0) = [ ey (A7)
0
gesucht. Entwickelt man f in § um 6y bis zur zweiten Ordnung
! Agz " 3
f(6o + A8, a) = f(bo,a) + AOf (0o, a) + ——f" (60, a) + O(AF) (A.8)

dann 1&8t sich die Umkehrfunktion f~!(r,a) mit f(f !(r,a),a) = r direkt notieren. Wenn
keine der Ableitungen verschwindet, findet man

g 00,0) ( \/2f”(9o,a)(7“—f(90,a)) _1> | (A9)

B f”(e()aa’) f,(007a’)

Die verschiedenen Félle, dafs eine der Ableitung verschwindet, sind selbstverstédndlich ent-
sprechend zu behandeln:

T — f(0o,0) .. " _
Af “Fo.a) fiir f"(6p,a) =0 (A.10)
N Ty (0 R
Af = ) fir f'(6p,a) =0 (A.11)
A = 0 fiir f'(0g,a)=0 und f"(6p,a)=0 . (A.12)

Prima facie liegt das weitere Verfahren nun auf der Hand: Die Zufallszahl r wird aus dem
Intervall ausgewéhlt, ein passender Satz von Ableitungen f, f' und f” herausgesucht und
6 = 6y + A berechnet.! Um jedoch einen passenenden Satz der Ableitungen angeben
zu konnen, bedarf es bereits einer Kenntnis des 6y und damit der ungefdhren Kenntnis
von #. Einen Ausweg aus diesem Dilemma findet man, indem man f und seine beiden
Ableitungen als Tabelle mit #quidistantem 7 speichert. Im Intervall [0,1[ werden also
dquidistant N Stiitzstellen r; ausgewihlt, ausgehend von der davor liegenden Stiitzstelle
ein erste Schitzung fiir 6y; berechnet und dann iterativ auf Grundlage der neuen Stiitzstelle
bei 6y; so lange korrigiert bis r; — f(6o;,a) = 0.

Wie bereits oben angesprochen ist f neben 6 noch von einem zweiten Parameter a ab-
hingig. Entsprechend miissen die Ableitungen f, f’ und f” zusitzlich noch in a entwickelt
werden. In dieser Arbeit wurde die Entwicklung mit der zweiten Ordnung abgebrochen.
Man berechnet nun also

0o;
fOwa) = [ oDy (A.13)
0
f'(Ooi,a) = emcosor) (A.14)
F"(Boi,a) = asin(fy;)e (%) (A.15)

1 Gibt es dann keine Losung fiir Ad, ist also das Argument der Wurzel negativ, muf eine neue Zufallszahl
gezogen werden. Fiir die unten genannten Parametern, tritt dieser Fall, der auf zu wenige Stiitzstellen
zuriickzufiithren ist, etwa einmal in zehntausend Versuchen auf. Man kénnte dariiberhinaus auch noch
priifen, ob das Ergebnis der Interpolation mdglicherweise jenseits der néchsten Stiitzstelle liegt und ggf.
mehr erzeugen.
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und der Vollstédndigkeit halber

a 901 —a COS

5q Boisa) = _/0 cos(¢)e ) dgp (A.16)
(.%f'(eoz', a) = —cos(Bo;)e (00 (A.17)
a% F"(00i,a) = (1 —acos(By;))sin(By;)e<o00i) (A.18)
o2 foi )

sl Ona) = [ eostge Oy (A19
2
%f’(g(n‘, a) = cos®(fo;)e 0sfoi) (A.20)
2
%f”(em, a) = —cos(fy;)sin(fg;)e i) (A.21)

—(1 — acos(Bo;)) cos(0o;) Sin(HOi)e_aCOS(GOi)

Um numerische Fehler zu minimieren, wird man N = 2* + 1 Stiitzstellen (mit je einer an
der Réndern) auf den bendtigten Intervallen fiir r und a verteilen. Auf diese Weise ist die
Distanz zwischen den Stiitzstellen nur ein Bit-Shift der Intervallgrofe. Dem rechten Rand
kommt eine besondere Bedeutung zu, da er die Normierung liefert: Eine Zufallszahl r wird
mit der Normierung multipliziert, und dann erst wird die Umkehrfunktion angewandt.

In der Simulation haben sich 513 Stiitzstellen in a und 1025 Stiitzstellen in r be-
wahrt. Eine solche Tabelle zu berechnen, dauert unter Verwendung der Integration qsimp
aus [94] etwa 30 Minuten auf einem i586-200. In der Simulation dauert ein sweep des
Heatbath—Algorithmus dann etwa 1.5-2 mal so lang wie in einem Metropolis—Algorithmus
(s. beispielsweise Tabelle 3.5) und entspricht damit den in der Literatur bekannten Werten
[187].

Daneben existiert noch eine weitere Methode, die letztlich darauf beruht, die Verteilung
durch eine analytische Funktion anzundhern und den Fehler der Ndherung durch rejec-
tion zu korrigieren [188]. Diese Methode hat den entscheidenden Nachteil, neben dem
Problem einer divergierenden rejection rate, was sich noch korrigieren 1aft [189], sehr teure
Funktionen einzusetzen, so dal zu erwarten ist, dafs ihre Laufzeit bestenfalls das Dreifache
des Metropolis—Algorithmus betrdgt. Im Stiefel-Modell kann dieses Verfahren gar nicht
angewendet werden, denn die Verteilung der Chiralitdts—Variablen verhélt sich wie

2 2

/ - cos(G)mj{da . / e cos(@ma g9 ) (A.22)

0 0

wobei

m; — Z (1+ 04)s; (A.23)

a.nn.i
m, = Z (1—o0y)s; (A.24)

a.nn.t

Das Integral muf8 also berechnet werden, denn eine getrennte, individuelle Behandlung der
Chiraltdt als Ising-Spin-Flip im lokalen Feld, und der XY-Variablen zerstort die detailed
balance: Wenn man eine Konfigurationsinderung betrachet, bei der Chiraltdt und danach
XY-Spins gedndert wurden, so ist flir den invertierten Weg die Wahrscheinlichkeitsvertei-
lung fiir den Flip der Chiralitdt eine vollig andere als fiir den Hinweg.
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Anhang B

Jackknife: Verallgemeinerte
Naherungen

B.1 Einleitung

Das Prinzip des Jackknife besteht darin, aus einer gegebenen Stichprobe durch Entfernen
einzelner Elemente neue Stichproben zu erzeugen. Auf Grundlage dieser subsamples wer-
den dann Mittelwerte und Varianzen bestimmt. Auf den ersten Blick ist das subsampling
notwendig mit der Speicherung aller Elemente der Stichprobe verbunden. Bei genaue-
rem Hinsehen 13t sich jedoch ndherungsweise eine allgemeine Vereinfachung fiir Polynome
und Polynombriiche finden. Die Ergebnisse dieser Vereinfachung wurden in Abschnitt 2.3
vorgestellt. Hier sollen diese Ergebnisse im Detail hergeleitet werden.

B.2 Schatzer fiir ein Polynom

Wie bereits in Abschnitt 2.3 Gleichung (2.65) wird das Polynom F definiert als
F(z1,z9,- ,x,) = Z Qoo T TR -zl (B.1)
iliz"'il/

wobei v die Zahl der Variablen bezeichnet. Der Jackknife-estimator fiir F', der Schétzer
(F);, ist dann definiert durch

1 N
(F)r =+ > (F)j (B.2)
=1
mit
(F)gj = F((z1) 55, (2) 75, -- -, (20) ;) (B.3)

und einer Stichprobe mit N Elementen. Die Jackknife-Variablen (z;)s; sind wie in (2.54)
definiert:

(0115 = g Do) = a0 (B4

k
k#j

wobei (z;)r den Wert der Observablen z; im kten Element der Stichprobe bezeichnet.
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Anhang B Jackknife: Verallgemeinerte Niherungen

Die obige Gleichung (B.3) 14t sich dann leicht umschreiben:

(F)gj = F((z1) 5, (22) 55,

E Qiin-iy

i1ig iy
(N@T — (1);
N—1

§ Qjyio-eiy (

21220y

N \(atiatetiv)
E Qjiiy-- z,,( _1) T ~772

1112 Zy
X (2'1 (ai},)] + i — (xQ)j ) +
Ty

O(N7?)

, (20).75)

N -1
N )(i1+i2+---+zy)

N-1

~j1~19

Iy T2

o (m0);

y —

~T2 Ty

) (ME ey (Ve

ﬂvdu
. a:u

)iu
(B.7)

—q

T

indem man die ersten beiden Ordnungen der Potenzen der Klammern der Form

(le - (Il)j)il

N-1

notiert und dabei

(B.8)

verwendet. Der Schitzer (B.2) 1t sich mit dieser Vereinfachung ebenfalls umschreiben:

(F)s

N
w2
Z Qg Zu( ]il)zl+i2+"'+i"

Z112 Y

(1_ i1+ J]rv"'+iu)/¢v1u/¢v22 T
+ O(NT?)
= Z Qiyigeiy T T2 -+ Ty + O(NT2)
2122 "%y
= F+ON7?)

wobei

() = o

verwendet wurde. Die letzte Zeile enthilt F das konsequenterweise als

F:F(ﬁaﬁa ,E;)

(B.9)

(B.10)

(B.11)

(B.12)

(B.13)

(B.14)

definiert ist. Gleichung (B.12) bedeutet, dafs der Jackknife-Schitzer von F' nichts weiter
als die Funktion F' der Mittelwerte ist: Es gibt keine Korrekturen erster Ordnung.
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B.3 Schatzer fur einen Bruch

Bevor der Jackknife-Schétzer fiir einen Bruch ausgerechnet werden kann, muf das bisherige
Resultat umformuliert werden. Mit (B.8) und (B.13) 14t sich (B.6) schreiben als

(F);;=F+ %(;’—Fj) +O(N7%) . (B.15)

Dabei wurden die beiden Funktionen F und ﬁ’j verwendet. Sie sind definiert durch

Fj = F((-’El)j,(-’EQ)j,"' a(xu)j) (Blﬁ)

— o T > g
= E Qiyig-iyT1 L2 Ty "
i1i2."iy

(Z.l )y o
I 332 Ty
F(wl,wg,--- \Ty) = ZF z1)j, (®2), , (T0)4) (B.17)
= Z Giyige Z,,xl xg . -Zv‘;i" (B.18)

21920y

(ir +iz 4 +14y)
Dariiberhinaus wird

benotigt. Die genannten Grofen haben dann die Eigenschaft
N
ZF = F(z1,Z2,--- ,2,) = F . (B.20)

Zusammen mit dem Ergebnis (B.12) bedeutet das

L(F—E)+OoN2) . (B.21)

(F)gj = (F)g = 3 (

Die Funktion H wird nun analog zu F' erklart:

H(z1,29, ++ ,3,) = Z biyigeri, T T - aly (B.22)

21921y

Fiir den Kehrwert von der (H);; entwickelt man mit (B.15)

(m))™ = (@) (1- =+ o(v2) (B.23)
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wobei natiirlich angenommen werden muf, daf (H)s; # 0. Man findet dann fiir den

Quotienten (F/H):

N .
(5), = 23 B

7j=1

1 XL (F)y 7. — 1 .
_ ﬁ; ﬁ3(1+ =) +o(NY)
1 EF 1, H
= 7270t g )

T

= T'i_(,)(JV_2) ’

(B.24)

(B.25)

(B.26)

(B.27)

wobei zweimal Gebrauch von (B.20) gemacht wurde. Das Ergebnis in Abschnitt B.2,
wonach es keine Korrekturen erster Ordnung gibt, ist damit auf einen Bruch erweitert.

B.4 Schatzer fiir die Varianz eines Polynoms

Mit etwas mehr Miihe lassen sich nun auch Schétzer fiir die Varianzen angeben. Sie sind

definiert durch

N
(PUF)Ns = o S~ (F)Y?
i=1

Dann ergibt sich mit (B.21) und (B.20) sofort

N
(AR = S Y (F -+ O(N)
_ N]\;lz(ﬁ; )+0( 2)

Die Schwierigkeit besteht nun offenbar darin, ﬁ'f zu berechnen:

1 N N
§ 2 Z : § : 11 ——12 —~1
N Fj = [ ailiz..zuwl o ~ - -:IIUU
Jj=1

=1 drdgin

(z'1 (:g)j +z'2( T2)j V(@y)r

Z2 Ty

= N E: E: Qirig--iy A il

] 1 dpig iy
ol 1
iqig iy

i+, )$2<zz+z2> i tl)

k=1,2,--- ,v xi’@xi’/\
A=1,2,--- v

(B.28)

(B.29)

(B.30)

(B.31)

(B.32)

(B.33)
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Die duflere Summation 148t sich nun ausfiihren:

N
1 v : 2/ sl ; ;!
2 L —~—(11+127) —(22+2 —~(ty+1
N = Y iR g 0 (B.3g)
i=1 T
1y iy iy
, Tin Tyl
X E Il —=———=
K=1,2,-,v Li L
A=1,2,--- v
2

Von diesem Ausdruck muf nun F abgezogen werden, um (s?((F);)); zu berechnen. Das

~2
Quadrieren von F' fiihrt strukturell zu einem &hnlichen Ergebnis wie (B.34):

=2 e . 2
F = ( Z ailiQ...Z‘VLQZl:EQZQ sz (i1 +i0+---+ ’LU)) (B.35)

i1ig-iy
_ —~—(i1+4]) (32 +4} —~ (i +i!
= E ai1i2---iuai’1i’2---i§,$1( 1)322( 2. .’L‘,,( vti) (B.36)
1199ty

il gl
170ty

P
X E Tty
k=1,2,---,v

A=1,2,---,v

Nun kann die Differenz der beiden Ausdriicke gebildet werden und man erhilt insgesamt

1 L, L, L,
2 _ —~(21+27) —(22+12 —~(ty,+1
“(F)s = > ai1i2---iuai’1i’2---i§,$1( Dgplath) gl (B.37)
P18 iy
iy ilyeil,
N —_— —~—
Z g TieTil, T T Lyl
X gy ————
£=1,2,--- v wz’ﬂmi’,\
A=1,2,--- v
—2
+ O(N79)

wobei 851 = & + O(N~2) verwendet wurde.
Es ist an dieser Stelle interessant, mit dem Gaufi’schen Fehler (2.52) zu vergleichen.

Er bildet sich als Summe der Einzelfehler gewichtet mit der Ableitung der Funktion nach
der jeweiligen Variablen. Fiir ein Polynom ist dann einfach

A@F) . A@) -A(’fv)) . (B.38)

AF) = Y aa@@(zl R
1 2 v

i199- iy

Quadriert man (B.38) und ersetzt A(z,)A(zy) durch .z, — Z,Z erhilt man (B.37).

B.5 Schatzer fur die Varianz eines Bruchs

Abschliefsend soll nun der Schéitzer fiir die Varianz eines Bruchs hergeleitet werden. Mit
(B.24) erhélt man

~ ~ ~

(F) _<F>J - iﬁf—HJrF_fj +O(N7?) (B.39)

9}

H NH NH
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und daher ist

N
(*(F/H)); = NJ\; ! ; (((11:1))?] — <§>J>2 (B.40)
_ N 72 . ~
_ NNSIZﬁ(Hj—HV (B.41)
i1
+ %(Fj—ﬁzy

wobei bereits (B.29) verwendet wurde. Mit dieser Gleichung fiir (s?(F)); und (s%(H))s
erhdlt man

(P(F/H)), = - (B.42)

I
N-1 F ~ ~

— VR T —2

- 2wZ§(Hj—H)(Fj—F)+O(N )

An diesen Gleichungen liest man bereits die interessante Eigenschaft ndmlich bereits

oL
(s2(F/H)); = %(f(H/F»J +O(N72) (B.43)

ab, wie es vom Gauf’schen Fehler (2.52) vorausgesagt wird:

NANNOY

Um Gleichung (B.42) wirklich verwenden zu kdénnen, muf noch der letzte Term auf Mit-
telwerte zuriickgefiihrt werden. Man erhélt mit (B.20)

N-1n o e =
5 2~ H)(F -~ F) (B45)
j=1
1 N ~ ~
_ WZ( ij—HF) (B.46)
7j=1
— % Z bz'liz...iyai’lig...i;ﬁ(iﬁi’l)@(i”i’z)"'fu(iﬁil”) (B.A7)

+ O(N7?%)

was sich von (B.37) nur durch die Ersetzung a — b im ersten Faktor unterscheidet.



Anhang C

Og(M)t = (M)i(E)t — (ME) 7

C.1 Einleitung

Hier soll die im Titel genannte Gleichung fiir den sequentiellen Heatbath-Algorithmus
auf dem Ising—Modell untersucht werden. Dabei bezeichnet (M); die in der Dynamik
untersuchte Magnetisierung zum Zeitpunkt ¢ und die Schwierigkeit besteht darin, dafs die
Differentialgleichung nur im Gleichgewicht giiltig ist und dort unmittelbar aus der Defini-
tion des Gleichgewichts—Erwartungswertes (M) folgt:

s M(%)e PE®)

<M> ZE e—ﬁE(E) ’

(C.1)

wobei die Summe iiber alle Zustdnde X 18uft. Die Frage ist nun, ob die Verteilung zu jedem
Zeitpunkt ¢ und insbesondere aufierhalb des Gleichgewichts mdglicherweise die gleiche Ei-
genschaft hat. Numerische Untersuchungen zeigen genau das und Zheng selbst schlagt die
Berechnung von 0g(M); durch héhere Ordnungen in [115] vor, ohne sie jedoch zu verwen-
den. Genau genommen ist der einzige Zugang zu der dringend bendétigten Grofe O (M )y
ein Differenzenquotient, der im Zusammenhang mit dieser Arbeit aber nur vergleichsweise
herangezogen wurde und verrauschte, aber kompatible Ergebnisse liefert.

Dariiberhinaus impliziert 0g(M), = (M){(E); — (ME), fiir die Verteilungsfunktion
Q+(%, B) der Zustinde ¥ zum Zeitpunkt ¢ die Form Qu(%,8) = QY(X)e A#F(). An dieser
Stelle 1aft sich dann die gleiche Herleitung wie in Abschnitt 2.4 machen und die kritische
Dynamik wiirde ,Histogramm-fahig‘. Tatséchlich zeigt sich sogar dieses Verhalten. In
Abb. C.1 ist die Chiralitdt eines Stiefel-Modells dargestellt. Die Linien zeigen die Simu-
lationen bei den Temperaturen 7" = 1.50 und 7" = 1.51. Die Punkte sind mit Hilfe der
Histogramm-Methode berechnete Schatzungen fiir den Verlauf bei T' = 1.50 auf Grundlage
der Daten bei 7' = 1.50. In Abb. C.2 ist dasselbe fiir die Energie dargestellt.

Es ist bisher noch nicht systematisch untersucht worden, in welchen Grenzen die
Histogramm-Methode hier wirklich funktioniert. Die hier dargestellte Herleitung von
0p(M)y = (M)(E); — (ME), ist daher lediglich als Vorschlag zu verstehen.

C.2 Beweisidee

Gerade in den Sechzigern und Siebzigern war das Interesse grof, die Dynamik der simu-
lierten Systeme zu verstehen, u.a. um Relaxations- und Korrelationszeiten abzuschétzen
[85, 190]. Diese Ansétze sind hier jedoch wenig hilfreich, weil sie gerade in der Ndhe von T
Schwierigkeiten haben [85] oder auf MF-Uberlegungen zuriickgehen [191]. Daneben gibt es
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0.5 |

(M)

0.2 |

10 100 200

Abbildung C.1: Die Histogramm-Methode angewandt auf die M, -Daten einer Simulation
des Stiefel-Modells bei 7" = 1.51 reproduziert die Daten der direkten Simulation bei T =
1.50 recht gut, zumal das Histogramm mit nur 2000 Eintrigen sehr klein (mindestens zwei
Grofenordnungen zu klein) ist. Die Histogramme wurden nur fiir die eingezeichneten Zeiten
t erzeugt. Zu beachten ist hier, dafs es sich nicht um ein Ising—Modell handelt, sonder um
die Ising—Variable eines Stiefel-Modells.

eine ganze Reihe von Untersuchungen an sehr konkreten Modellen, wie der Spinkette, auf
der auch die Dynamik des Glauber—Modells diskutiert wird [192]. Arbeiten zur mikro-
skopischen Dynamik im Kontext der makroskopischen [112] kritischen Kurzzeit—Dynamik
sind dem Autor nicht bekannt.

Die Grofe gg-c) soll im folgenden die Ubergangswahrscheinlichkeit vom Zustand %; zum
Zustand X; bezeichnen, wobei sich die beiden Zustéinde hochstens in einem einzigen Spin,
nimlich dem Spin k, unterscheiden sollen. Um dann die Ubergangswahrscheinlichkeit fiir
einen vollstdndigen sweep iiber alle N Spins darzustellen, miifte man dann

Z Z o Z 91(32)191(121')2 T 91(1]\:[_)11'N (0'2)

5 5 5

1 2
T \ZoC{s1} Ty, \Z;; S{sa} Zin \Ziy_; E{sn}

schreiben, wobei £;\%; C {s;} bedeuten soll, daf sich die beiden Zusténde hochstens in s;
unterscheiden. Der Zustand ¥;, soll den Ausgangszustand bezeichnen. Aus Griinden der
Lesbarkeit soll (C.2), sofern es auf Details nicht ankommt, im folgenden einfach

ZZ'“Zgioiﬂhm Oy _1in (C.3)
(31 12 iN
notiert werden. Daneben soll die Zeit £ nicht mehr die Zahl der sweeps sondern die Zahl

der Einzelspin-Updates bezeichnen, in der bisherigen Notation tN. Dann 1aft sich (M),
schreiben als

<M>t = Z Z Tt Z Gigiy Girio """ git—ﬂ'tM(Et) ) (04)

11 42 it
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-2.2

(E),

-2.0

10 100

Abbildung C.2: Die Histogramm-Methode angewandt auf die E-Daten einer Simulation
des Stiefel-Modells bei T' = 1.51 reproduziert die Daten der direkten Simulation bei 7" = 1.50
sehr gut. Die Histogramme wurden nur fiir die eingezeichneten Zeiten ¢ erzeugt.

wobei M(3;) sie Magnetisierung im Zustand X; bezeichnen soll. Fiir den Heatbath-
Algorithmus auf dem Ising—Modell, auf das sich die folgenden Betrachtungen beschrénken,
135t sich g;; schreiben als

k) e BE(Z;) e~ BE(Z;)—E(X:))

95" T GmBE) 4 BB | 1t e~PAEGR) (C5)

wobei ; x (—1)*) den Zustand ¥; bezeichnen soll, bei dem der kte Spin invertiert wurde.
Die Energiedifferenz zwischen diesen beiden Zusténden sei
AE(Z;, k) = E(Si x (-1)®) - B(Z) (C.6)

und daher ist E(3;) — E(3;) entweder 0 oder gerade AE(X;, k). Die Ableitung nach £ ist
dann einfach
o BAE(S: k)

B9t = —(B(;) — B(Z:))gl¥ + AE(Si, k)gly (.7)

9ii 11 ¢ PAB(S:F)

Setzt man diesen Ausdruck in die Ableitung von (C.4) ein, dann laft sich bereits der
Ursprung von (M E); ablesen:

8ﬁ<M>t = ZZ"'Zgioi1gi1i2"'git—litM(Eit)

i1 42 it
¢ ~BAE(S;, _,,1+k mod N) (C.8)
e
X Z AE(3,_,,1+ k mod N) —BAE(S:;, ,,1+k mod N)
o1 1+e k=1

t
_ ZZ---ngilgm"'gz'tflit(ZE(Eik)_E(Eikfl)) : (C.9)
k=1

1 12 it
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Die letzte Summe in (C.9) teleskopiert, wird E(X;) — E(3g) und ergibt damit (ME); —
E(X¢)(M)¢. Die Summe in der zweiten Zeile stellt nun das eigentliche Problem dar. Of-
fenbar handelt es sich um einen Erwartungswert,

—BAE(Z:k)

- (&

AE(EU k) = AE(EZak) 1+ e_ﬁAE(Ei,k) ;

(C.10)

némlich um die mittlere Energiedifferenz, die der Algorithmus erzeugt, wenn er im Zustand
¥; des Systems den Spin k ,anfakt‘. Es handelt sich jedoch nicht um den Erwartungs-

—_—

wert der Energiedifferenz insgesamt, denn die AE(3;, k) sind insbesondere vom Ausgangs-
zustand abhéngig und mitteln {iber nur zwei mogliche Zielzustinde. Abb. C.3 soll das
verdeutlichen. Es soll nun gezeigt werden, daf diese Summe

Abbildung C.3: Wihrend die Mittelwerte der Energie aus beiden méglichen Zusténden
bestimmt werden, wird nur einer wirklich erreicht.

t
> AE(S;,_,,k mod N) (C.11)
k=1

wie sie in (C.8) auftaucht, sehr schnell gegen den Mittelwert der Energiedifferenz
(E)t — E(%) = Z Z T Z GioirGivis * ** Gir—vis E(Ei,) — E(Zo) (C.12)
i1 12 I
konvergiert. Damit wére der gesuchte Ausdruck gefunden.

Zunéchst soll gezeigt werden, daf dieses Konvergenzverhalten {iberhaupt zu erwarten
ist. Die Summanden der zweiten Zeile des Ausdrucks

Zzlllzgioilgil'h ---gitflit (013)
i1 12 it

t
x (ZTE(EZ-,C_I, 1+ k mod N))
k=1
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lassen sich einzeln aus der Summe herausnehmen. Da die g;; normiert sind, findet man
dann

Z Z T Z Gigiy Girin """ git—litTE(Eik—l’ 1+ k mod N) (014)
71 12 n

= Z Z Tt Z Gigi1 Giyio = ° gik—2ik—lg—/E(2ik—l’ 1+ k mod N) . (0'15)
i1 42 Tk—1

Mit der Definition von AE (C.10) und mit (C.6) ist das wegen

AE(Si, 1+ kmod N) =Y gi, iy (B(Zs) — E(Si,.,)) (C.16)
ik

aber gerade (E); — (E);_1 und die Summe (C.13) , teleskopiert zu (E); — E(3)).

Diese Vereinfachung 14t sich jedoch auf (C.8) gar nicht anwenden, denn es enthilt ja
zusétzlich noch den Faktor M(%;,). Ersetzt man ihn durch eine Konstante C' wird sofort
03C = 0 und es ergibt sich noch einmal

DD D GG G i (C.17)
%1 %2 n

t
X (Zﬁz(zm, 1+ k mod N))
k=1
= (E);—E(Z) . (C.18)

Die N&herungslosung ist nun von der Idee motiviert, daf sich das Histogramm lokaler
Konfigurationen fiir die Pfade zu einem konkreten M nicht wesentlich vom Histogramm
aller lokaler Konfigurationen zu allen M unterscheidet, vor allem nicht fiir grofe ¢. Um das
zu quantifizieren, wird (C.8) umgeschrieben. Mit

PE(it) = Z Z Tt Z Gioi1 Girio """ Jiys_ois 19014 (0'19)

i1 42 tg—1

t
x (Z AE(S;,_,,1+ k mod N))
k=1

(C.20)

erhdlt man fiir (C.8)

> PE(i)M(Zy,) - (C.21)

Mit (C.13) ist auferdem PE = Y, PE(i;) = (E); — E(So). Die Verteilung PE(i;) lift
sich selbst wiederum zerlegen, ndmlich fiir jedes k € [1,%] in

PE (Zt) = Z Z Tt Zgi0i19i1i2 T Giy i 19411y (0'22)
11 12 Tg—1

XxAE(S;,_,,1+k mod N)

Th—19

(C.23)
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Es ist dieses PEj(it) von dem nun gezeigt werden soll, dak es fiir kleine k bis auf die
Normierung PEy, = ), PEj(i;) entspricht. Mit

P(Zt) = Z Z Tt Z Gioi1Giria = " Giz—2is—1Gir_114¢ (0'24)
i1 42 it—1
ist

PE(it) S5
W — PE, = Z Z Tt Zgioilgili2 T Qi i (0'25)

[ D Tg—1

x AE(S;, ,.1+kmod N) (g“—”'f . 1)

P(iy)

Tp—19

In Abhéngigkeit von k lassen sich noch mehr Faktoren der Form g;, ,;, in die letzte Klam-
mer ziehen und es wird

PEL(1 —
ﬁ()t) — PE, = ZZ Zgiohghiz * Qig_gip—_1 (0‘26)
t 11 12 Th—1
Zik Zz’k+1 T Zit,l Gir_1ixJiniryr """ Jiz—1is 1
P(it)

AE(S;,_,,1+ k mod N)

Tk—19

Im Zihler des Bruches in der Klammer steht die Wahrscheinlichkeit fiir den Ubergang
i, — X, int—k+1 Schritten und daher ist die letzte Klammer gerade ein Maf fiir den
Unterschied zwischen der Wahrscheinlichkeit fiir 3;, |, — 3;, und der Wahrscheinlichkeit
fiir ¥;, — ¥;,. Hierfiir kann man annehmen, daf er als Korrelation exponentiell in ¢ — k
verschwindet.! Aber auch fiir ¥ — ¢ verschwindet der Ausdruck fiir grofe ¢, weil die Energie
exponentiell relaxiert (s. Abb. C.4) und daher angenommen werden kann, daf PEj(i;) — 0
exponentiell abfallt.
Unter diesen Annahmen ist also

PE(i) ~ P(iy)PEy (C.27)
und wegen
zt:lPEk(z't) — PE(i;) (C.28)
und )
Zt: PE, = PE = (E), — E(%) (C.29)

k=1

!Dieses exponentielle Verschwinden setzt nach einer Zeit ein, die in der Grofenordnung von tmic (s. Ab-
schnitt (2.5)) liegt. Auferdem scheint der gesamte Relaxationsprozef der Energie praktisch abgeschlossen
zu sein, wihrend etwa die Magnetisierung noch deutlich Dynamik zeigt. Es dringt sich daher die Frage
auf, ob kritische Dynamik moglicherweise ausschliefslich auf der Struktur oder Topologie des Phasenraums
und der darin liegenden Gebiete gleicher Energie (,,Aquipotentialflichen) d.h. Wahrscheinlichkeit beruht.
Das hétte auf den ersten Blick zwei sehr weitreichende Konsequenzen: Zum einen wiirde die genaue Ver-
teilungsfunktion keine Rolle mehr spielen, zum anderen hétte auch die Mikrokanonik einen Zugang zur
Methode der kritischen Dynamik (wobei der Ausgangszustand einfach von einer kanonische Simulation
generiert werden konnte, die man lang genug ablaufen 14ft). Mikrokanonische Simulationen haben den
Vorteil, auf die teuren Exponentialfunktionen verzichten zu kénnen und die Energie nicht teuer berechnen
zu miissen.
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log(-(E),~1.768)

0 100 200 300 400 ‘ 500

Abbildung C.4: Die Energie (E); relaxiert exponentiell schnell. Die Daten stammen wie
auch schon in Abb. C.1 und Abb. C.1 aus einer Simulation des Stiefel-Modells bei T =
1.51. Der Untergrund, die kritische Energie E. = —1.768, wurde vor dem Logarithmieren

subtrahiert.

wird aus (C.21)

> PE(i)M(S;,) =Y PEy Y P(ir)M(3;) = ((E): — E(S0))(M); . (C.30)
[n k it

Insgesamt ergibt sich damit aus (C.8) und (C.9) der gesuchte Ausdruck

9p(M); = (M) ((E)r — E(%0)) — (ME); — (M)¢E(Z0)) = (M)(E): — (ME); (C |
31
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