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В настоящей работе решаются две следующие 
задачи. Во-первых (теорема 1 ), приводится при­
мер бифуркации коразмерности один типа "ката­
строфы голубого неба" [1]: в пространстве глад-

ких потоков в !R", n 2 3, выделяется бифуркаци­
онная поверхность коразмерности один такая, 

что для любого трансверсального к ней однола­
раметрического семейства XJ.I система X~t при всех 
малых Jl > О (или Jl < О) имеет устойчивую перио­
дическую траекторию, период и длина которой 
стремятся к бесконечности при Jl ~ О. Во-вторых 
(теорема 2), найдена достижимая граница, отде­
ляющая потоки Морса-Смейла от потоков с ги­
перболическими аттракторами типа соленоида 
Смейла-Вильямса [2, 3]. Отметим, что при при­
ближении к границе соленоид не претерпевает 
бифуркаций, а период и длина любой периодичес­
кой траектории в нем стремятся к бесконечности. 

Рассмотрим С~ -гладкое однопараметрическое 

семейство динамических систем XJ.I в !Rn. Предпо­
ложим, что при Jl = О поток XJ.I имеет периодичес­
кую траекторию L0 типа простой седло-узел. 
Возьмем малую окрестность и0 траектории L0. 

и0 представляет собой полноторий, разделяемый 
(п - 1)-мерным сильноустойчивым многообрази­

ем W''' на две области: узловую и+, все траектории 
из которой стремятся к Lo при t ~ +оо, и седловую 
и-, в которой выделяется двумерное неустойчи­

вое многообразие wи с краем Lo. Продолжим W" 
вовне и0 по траекториям системы Х0 . Предполо­

жим, что при t ~ +оо все траектории из W" возвра­
щаются в иu и входят в узловую область. При 

этом любая траектория из W" является двояко­
асимптотической к Lo. 

Заметим, что близкие к Х0 системы с простым 
седло-узлом, близким к Lo, образуют поверх­
ность Ж коразмерности один в пространстве ди­
намических систем. Потребуем, чтобы семейство 
XJ.I было трапевереально Ж. При этом при Jl < О 
траектория L0 разваливается на две периодичес-

кие траектории: седловую L~ и узловую L; , а при 
Jl >О исчезает. 

НИИ прикладной математики и кибернетики, 

Нижний Новгород 

Достаточно очевидно, что при всех малых Jl < О 
система XJ.I будет системой Морса-Смейла в ма­
лой окрестности и мноЖества W". Здесь неблуж­
дающее множество состоит из двух периодичес-

ких траекторий L~ и L~ : все траектории из 

U\Ws(L~) стремятся к L;. При Jl =О траектории 
из U стремятся к L0 . 

При Jl >О ситуация значительно сложнее. Ра­
нее было установлено [4], что если W" является 

гладким подмногообразием IR", то при Jl >О от W' 
отрождается устойчивая двумерная инвариантная 
поверхность (либо тор, либо бутылка Клейна). 
Если W" - негладкое многообразие, то при Jl > О 
возможно весьма сложное поведение траекторий 
[4- 6], в частности появление грубых гамаклини­
ческих кривых Пуанкаре. Заметим, что если Х0 
имеет глобальную секущую, то W" всегда гамеа­
морфно тору. 

В настоящей работе мы обращаем внимание 
на тот факт, что для потоков без глобальной се­
кущей множество W" может не быть топологиче­
ским многообразием (окрестности в wи точек 
на L0 могут не быть гомеоморфны диску). Имен­
но в этой ситуации мы строим примеры катаст­

роф голубоrо неба. 

Введем координаты (х, у, <р) в и0 , <рЕ S1, х Е !R1, 

у Е !R" - 1 
, так чтобы векторное поле записыва­

лось в виде 

у = G(<p, х, у, Jl)y, 

i = F(<p, х, Jl), (1) 

(р = 1' 
где G и F- 2п-периодические по <р гладкие функции, 

дF 
F(<p, О, О)= О, дх (<р, О, О)= О, (2) 

спектр матрицы монодромииН для уравнения 

у = G(<p, О, О, О)у 

лежит строго внутри единичного круга. В ~анных 
координатах Lo зада~тся уравнением { х =О, у = О}. 

Приведеане к виду (1) достигается распрямле­
нием центрального многообразия Wc(Lo) (в данных 
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координатах это цилиндр у = О) и инвариантного 
слоения, трансверсального к wc (здесь слоение lx = 
= const) ). Последние два уравнения в ( 1) ·~ада ют 01-

раничение системы на центральное многообразие. 

Л е м м а 1. При подходяще.~t выборе л:оор· 
дина т 

(3) 

Для доказательства заметим, что в си.ч изве­
стной теоремы о вложении в поток rsJ можно 

дF 
считать. что д<р =О nри !J. = О. Далее стандартны-
ми нормализующими преобразованиями можно 

1 дF 
добиться, чтобы д- обращалась в нуль при х =О. 

,u <р 

!J. = О вместе с достаточным количсе1вом своих 
производных по х и ~l. и, в частности. добнться 

вь~полнения соотношения (3). 

Так как Lr1 - nростой сед:tо узе:I. то nри 11 =О 

F = l2x
2 + о(.~ 2), 

где /2 :1:- О. Не уменьшая общности. можно по.'1о­
жить /2 = 1. Трансверсальность семейства X)l к 'Х 
позволяет записать 

F = ,U + х2 + O(!.l.x, х'. !J 2
) . (4) 

Выберем малое Е > О и построим две секущие 
П+: {х =-Е} и п-: !х =Е}. Будем считать, что ок­

рестность U0 траектории L~ ограничена по .\ по­
верхностями П и П+. При этом об.·ысти U отвеча­
ютзначениях Е (0, Е). а U+ - значениях Е (-с. О). Так 
как при 11 = О все траектории из W" возвращаются 
за конечное время в u-. то при 11 = О (а значит. 
и при всех малых !J) на малой окрестности следа 
L-: {у = О} множества wи на п- определено отоб­
ражение Т1 : (<р, у) н (<р0 , у0) Е П+ по траекториям 

потокаХ~: 

Уо = р(<р, у, ,U), <!'о= q(<p, у, Щпюd2п:. (5) 

где р и qmod 21t - периодические по <р гладкие 
функции. 

Кривая f+ = T,t -: {yr1 = р(<р, О, 0), <р0 = q(<p, 
О, O)mod2n:} есть nересечение W" сП+. Функция q 
имеет вид 

q( <р, ·''• ~l) = т<р + Чо( <р, у, Щ, ~б) 

где q0 - nериодическая по <р функция, т - це:тое 

число, определяющее гомотопический класс кри­
вой [+ (с учетом ориентации относительно 1 ) 
в полнотории П+. 

Если размерность n фазового пространства 
больше трех, то П+ по крайней мере трехмерен и 
здесь возможны любые значения т (см. рис. 1 для 
т= 2). При n = 3 П+ является двумерным кольцом, 
поэтому здесь может быть только т= О (рис. 2) 
и т= 1. 

Рис.1. 

Рис. 2. 

От\.fетим. что структура чножества И'" по:шо­
стыо определяется характером примыкания wи к 
Lo со стороны J3.'IOBoи об:шсти. Можно убедить­
ся, ч1о И" ,., lJ+ в nересечении с любой секущей S 
вида ( <р = const} состоит при т 1:- О из 1 т 1 кусков. 
нодклеенных дру1· к др)Ту в точке (х = О, у= 0) = 
= L0 n { <р = const}. При m = О множество W" n ( <р = 
= coпst, х < О! состоит И'3 счетного числа компо­
нент (гомеоморфных окружности), накап:шваю­
щихся к (х =О, у= О) (рис. 3). Ясно, что W" будет то­
полоi·ическим многообра·тем только при т = ± 1 
(тор или бутылка Клеипа). 

Обозначим/('(р) = т<р + q0(<p, О. 0). Можно пока­
·~ать. что функция_{, определяемая с точностью до 

произвольнаго постоянного добавка и сдвига на­

чала координат:.fi.<р) ~ С0 +Л<р + С1 ). однозначно 
определяется по системе Х0 . т.е. не зависит от 

гладких Jамен координат, оставляющих систему в 

U0 в виде (1)- (4). и от выбора величины €. 

Теорема 1. Пусть т= О и Jj"(<p)l < 1 при 
всех <р. Т01да при всех лШlЬLУ 11 > О системаХ~ 
u.чeem устойчивую nРриоди•tескую траекторию 
L!l (него.мотопную 1~0 в И), к "отарой стремятся 
все трае1шюр11и ~~~ И. 
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Рис. 3. 

Теорема 2. Пусть lml2: 2 и 1/'(<p)l > 1 при 
всех <р. Тоzда при каждом малом 1.1 >О все траек­
тории из U стремятся к zиперболическому ат­
трактору AJ.l, тополоzическц эквивалентному 
надстройке над пределом обратноzо спектра 
растяzивающеzо отображения окружности 

(j5 = m<pmod21t. (7) 

Доказательство. В силу (1), (4) i >О при 
малых 1.1 > О и малых х. Поэтому при всех малых 
1.1 >О определено отображение Т0 : (у0 , <р0) ~(у, <р) 
по траекториям системы XJ.t с П+ в п-. В силу (1) 
это отображение представляется в виде 

У= 'Р( (/)о, У о. 1.1), <р = <Ро + t( <Ро. 1.1), (8) 

где t - время перехода с П+ на п-: t - периодичес­
кая по <р0 функция, гладко зависящая от <р0 и 1.1 > О 
и не зависящая от у0 • Ясно, что t ~ +оо при 1.1 ~ +0. 
Обозначим V(ll) = t(O, 1.1). 

Л е м м а 2. Справедливо соотношение 

(9) 

zде 't и д't/д<р0 стремятся к нулю при 11 ~О. 

Действительно, рассмотрим траекторию {x(t; 
<(!о. 1.1), <p(t; <p0 .!l). y(t; <р0 , у0 , !l)} системы (1), выхо­
дящую при t =О из точки (<р0 , у0) на П+. Так как 
дх/дt (=:F(<p, х, 1.1)) не обращается в нуль при 1.1 >О, 
то мы можем выразить t через х, <р0 и ll· При этом 
в силу (1) 

(10) 

f
x ds 

t(x, <р0, 11) = . 
F(s, ф0 + t(s, <р0, 11), ll) 

-Е 

(11) 

Обозначим и= дt/д<р0 • Дифференцируя (11) по <р0 , 
находим 

и(х, <Ро• ll) = 
х 

- f дF/д<рl -- [ 1 + u(s, <р0, !l)]ds. 
F2 

-Е (,<, 190 + t(s, 190• J.l), J.l) 

(12) 

в силу (3), (4) 

1 дF:2д<рl ~О при 1.1 ~ +0, 

поэтому и может быть найдено как решение ин­
тегрального уравнения (12) методом последова­
тельных приближений. Отсюда, поскольку 
правая часть (12) определена и непрерывна при 
1.1 ~О, решение и остается непрерывным при 1.12: О. 
В частности, и~ О при 1.1 ~О. Теперь, так как 
t(c., <р0 .11) = t(c., О, 1.1) + .'t(<p0 , 1.1), где 

19о 

't(<p0, 1.1) = J и(Е, ф, !l)dф, 
о 

получаем утверждение леммы. 

Получим теперь оценку для функции 'Р в (8). 
Для этого заметим, что при подходящем выборе 
н6рмы для у из первого уравнения в ( 1) тривиаль­
ным образом следует, что 

lly(t)ll ~ i!Yo!le-лr, II.Y(t)ll ~ IIYolle-л,, (13) 

11 дy(t)lдyoJ I ~е -лr, 11 дy(t)lд(poll ~ til Yo ll е -лr, (14) 

где 'А таково, что собственные числа матрицы ~о­
нодромии Н строго меньше по абсолютной вели­
чине, чем е-2м. Так как функция 'Р(<р0 , y0 ,!l) нахо­
дится как y(t(E, <р0 , 11); <р0 , у0 , 1.1), то из (13), (14) и 
(9), (10) получаем 

II'PII ~ке-лv, llд'P/дyoll ~ке-лv, 

IJд'Piд<poJI ~Kve-J.v 
для пекоторой константы К. 

Теперь, так как v ~ +оо при 11 ~О (из (4) и (11) 

V(!l) ~ ~ j 
11 
~х' } получаем, Ч'rО '1' стремится к 

-Е 

нулю при 11 ~ О вместе с провзводными по <р0 и у0 . 

Отсюда на основании формул (5), (6), (8), (9) нахо­
дим, что отображение ToTI: (<р, у)~ ((j), ji) из п- в 

п- по траекториям потока XJ.l может быть при до­
статочно малом Е и всех малых 1.1 >О представлено 
в виде 

- ji = g(<p, у, !l), (15) 
<р = V(ll) + mq> + g0(<p, О, 0) + h(<p, у, !l)(mod21t), 

где g и h - периодические по q> функции, гладкие 
по <р и у при 1.12: О, причем 

g(<p, у, О) =О, g~(<p, у, О)= О, 
(16) 

g~(<p, у, О) = О, 

h(q>, О, О) = О, h~(<p, О, О) = О. (17) 
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Эти формулы означают, что при J..l. ~ +0 отоб­
ражение Т0Т1 становится сколь угодно близким 
(в С 1 -топологии) к одномерному отображению 

у= О, q5 = Y(J.L) + т<р + q0(<p, О, О) = 

= Y(J.l) + .f{<p)(mod21t). 
(18) 

При т= О и lf'(<p)l < 1 отображение (18) при 
любом v имеет устойчивую не подвижную точку, 
к которой стремятся все траектории. То же са­
мое, очевидно, справедливо и для всех близких 
отображений, в частности для отображения Т0Т1 
при малых J..l. >О. Так как Т0Т1 - отображение по 
траекториям, то неподвижной точке отвечает пе­
риодическая траектория системы, откуда следует 

утверждение теоремы 1. Надо отметить, что пе­
риод траектории LJJ. имеет порядок величины Y(J.l) 
и стремится к бесконечности при J..l. ~ О. Так как 
векторное поле системы Х11 нигде в И в нуль не об­
ращается, то отсюда следует, что и длина траек­

тории L
11 
стремится к бесконечности. 

Для доказательства теоремы 2 заметим, что 
отображение (15) при условии lf'(<p)l > 1 является 
в силу (16), (17) растягивающим по <р и сильно 
сжимающим по у при малых J.l и у. Отсюда стан­
дартным образом устанавливается, что отобра­
жение (15) имеет сжимающее инвариантное сло­
ение из гладких слоев вида {<р = Ф(у: <р' , J.L)}, где 

<р'- координата точки пересечения слоя с {у = 0}, 
дФ/ду непрерьmно зависит от (<р', J..L) при всех J..l. ~О. 
Также можно установить, что после факториза­
ции по слоям отображение ( 15) оказывается рас­
тягивающим отображением окружности степени 

т и, следовательно, при любом J.l эквивалентно 
отображению (7), откуда (аналогично [3, 7]) 
вытекает утверждение теоремы 2. , 

· Работа выполнена при финансовой поддержке 
Российского фонда фундаментальных исследова­
ний (проект 93-011-1787) и Международного на­
учного фонда (грант R 999000). 
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