
УДК 517.987.5 

I I . Г О М О К Л И Н И Ч Е С К И Е К А С А Н И Я 
П Р О И З В О Л Ь Н О Г О П О Р Я Д К А В О Б Л А С Т Я Х 

Н Ь Ю Х А У С А 

СВ. Гонченко, Д. В. Тураев, Л. П. Шилъников 

С О Д Е Р Ж А Н И Е 
§ 1. Введение 69 
§ 2. Три класса гомоклинических касаний 77 
§ 3. Нетривиальные гиперболические подмножества систем с 

гомоклиническим касанием третьего класса 88 
§ 4. Сосуществование гомоклинических касаний третьего класса 100 
§ 5. Гомоклинические касания произвольно высокого порядка 111 
§ 6. Периодические траектории высоких порядков вырождения 121 

Литература 126 

§ 1. Введение 
Настоящая работа посвящена исследованию сложных и не­

ожиданных явлений, наблюдаемых в двумерных отображениях 
(или в трехмерных потоках) с гомоклиническими касаниями. 
Так, в частности, мы показываем, что в любой окрестности, в 
Сг-топологии для произвольного конечного г, системы с квадра­
тичным гомоклиническим касанием имеются негрубые системы 
с гомоклиническими касаниями произвольно высоких порядков, 
т.е. системы произвольно высокой коразмерности. Ранее в тео­
рии бифуркаций таких явлений не наблюдалось. 

Работа выполнена при финансовой поддержке Российского фонда фун­
даментальных исследований (проект № 99-01-00231), INTAS (грант № 97-
804), научной программы "Университеты России" (проект № 1905) 
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Рис. 1. 

Изучение систем с гомоклиническими касаниями было нача­
то в [4]. Прежде всего, там были выделены три класса таких 
систем. Именно, пусть L — седловое периодическое движение, 
Г — гомоклиническая траектория, по которой устойчивое и не­
устойчивое инвариантные многообразия L касаются квадратич­
но (рис.1). Пусть А и 7 — мультипликаторы L и |А| < 1, f-y| > 1. 
Предположим, что |Л*у| Ф 1; при этом, не уменьшая общности, 
можно считать |А7| < 1. Пусть U — малая окрестность замыка­
ния Г U L гомоклинической траектории и N — множество всех 
траекторий, целиком лежащих в U. В зависимости от знаков 
мультипликаторов и знаков некоторых коэффициентов, харак­
теризующих то, как устойчивое и неустойчивое многообразия 
примыкают к Г, системы с гомоклиническими касаниями отно­
сятся к одному из трех классов: 

1) для систем первого класса множество N тривиально: N = 

2) для систем второго класса N является нетривиальным 
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неравномерно-гиперболическим множеством, которое допускает 
полное описание на языке символической динамики (с помощью 
некоторой факторсистемы топологической схемы Бернулли из 
трех символов); 

3) для систем третьего класса JV, по-прежнему, содержит не­
тривиальные гиперболические подмножества, но ими все мно­
жество N, вообще говоря, не исчерпывается; при этом на бифур­
кационных пленках систем третьего класса имеет место всю­
ду плотная негрубость. (На многомерный случай аналогичная 
классификация была распространена в [10], [11], в том числе для 
систем с гомоклиническими касаниями произвольного конечного 
порядка.) 

Конкретно, как следует из [4], в любом однопараметрическом 
семействе систем с гомоклиническим касанием третьего класса, 
в котором величина 

--Ш ' <"> 
меняется монотонно, плотны системы, имеющие негрубые пе­
риодические движения. Позднее в [10], [12] было показано, что 
в таких однопараметрических семействах плотны системы со 
счетным множеством устойчивых периодических движений (при 
$ > 1; если в < 1, то со счетным множеством неустойчивых) и 
системы со вторичными гомоклиническими касаниями. 

Причиной этому служит то, что для систем третьего клас­
са структура множества TV существенно зависит от величины 
в. Фактически, уже из [4] вытекает, что 9 является инвариан­
том Q-эквивалентности (т.е. топологической эквивалентности 
на множестве неблуждающих траекторий) для систем третьего 
класса [11], [13]. Иными словами, системы с различными значе­
ниями в не могут быть П-эквивалентны, и, следовательно, сколь 
угодно малые изменения в с необходимостью приводят к бифур­
кациям в неблуждающем множестве. 

В частности, сколь угодно малым изменением в можно по­
лучить еще одну траекторию гомоклинического касания (при 
этом исходное гомоклиническое касание не исчезает). Этот факт 
имеет далеко идущие последствия. Именно, применением лока­
лизованных малых гладких добавок удалось установить, что в 
множестве систем с гомоклиническими касаниями третьего 
класса плотны1^ системы, каждая из которых имеет беско­
нечно много седловых периодических траекторий с гомоклини­
ческими касаниями, причем тоже третьего класса. 

1; Здесь, как и всюду в данной статье, мы имеем в виду плотность 
в Сг*-топологии для произвольного конечного г. Если мы рассматриваем 
С°°-гладкие системы, то плотность в Сг-топологии для произвольного ко­
нечного г означает, по определению, плотность в С°°-топологии. 
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Заметим, что последнее означает, что такие системы име­
ют бесконечно много независимых непрерывных инвариантов 
(модулей) £1-эквивалентности (поскольку для каждого отдель­
но взятого касания третьего класса соответствующая величина 
в является таким инвариантом; мы не утверждаем, что сово­
купность всех этих величин служит полным инвариантом — 
другие инварианты также возможны, например величина г из 
[11], [12], [13]). 

Конструкция с бесконечным множеством траекторий гомо-
клинических касаний служит основным элементом в доказатель­
стве следующего утверждения, которое, ввиду его важности, мы 
будем называть основной теоремой. 

Основная теорема. В множестве систем с квадратичным 
гомоклиническим касанием третьего класса плотны системы, 
имеющие гомоклинические касания любого, произвольно боль-
того порядка. 

Заметим, что системы третьего класса есть вблизи любой 
системы с квадратичным гомоклиническим касанием. Поэтому 
результат основной теоремы противоречит, скажем, традици­
онной для теории особенности схеме разрешения вырождений: 
здесь малым и сколь угодно гладким шевелением системы мы 
беспрепятственно переходим от квадратичного касания к вы­
рождениям (касаниям) более высокого порядка. 

Исследование отображения первого возвращения вблизи каса­
ния n-го порядка позволяет вывести из основной теоремы следу­
ющий результат: в множестве систем третьего класса плот­
ны системы, имеющие бесконечно много негрубых периодичес­
ких траекторий любого порядка вырождения1'. 

Таким образом, для систем с гомоклиническими касаниями 
полное описание динамики (в частности — полное описание би­
фуркаций периодических движений) в рамках какого-либо ко­
нечно параметрического семейства принципиально невозможно. 

Системы с квадратичными гомоклиническими касаниями, 
близкими к исходному, образуют бифуркационные поверхности 
коразмерности один/Изложенные выше результаты получены, в 
основном, путем анализа возмущений, не выводящих с такой би­
фуркационной поверхности. Естественно, однако, что в первую 
очередь должны быть рассмотрены возмущения, которые "рас­
щепляют" исходное касание инвариантных многообразий. Пусть 
fi - бифуркационный параметр, отвечающий за расщепление се­
паратрис, и Хц - семейство систем, в котором \i меняется мо­
нотонно. Таким образом, Х^ трансверсально пересекает поверх-

*) Имеются в виду траектории с одним мультипликатором, равным 1 
или - 1 , и произвольно большим числом нулевых ляпуновских величин — 
последовательных коэффициентов при нелинейных членах в нормальной 
форме отображения Пуанкаре на центральном многообразии. 
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ность систем с гомоклиническим касанием при /х = 0. Прин­
ципиальное значение здесь имеет следующий факт: в любом 
трансверсальном однопараметрическом семействе Х^ имеет­
ся последовательность интервалов, накапливающихся к /х = 0-
в которых плотны значения параметра, отвечающие квадра­
тичным гомоклиническим касаниям (при этом Х^ трансвер-
сально каждой из соответствующих бифуркационных поверх­
ностей). 

Этот результат был доказан Ньюхаусом для двумерных диф­
феоморфизмов1) в [25]. Грубо говоря, он означает, что, хотя 
каждое индивидуальное гомоклиническое касание может быть 
устранено малыми шевелениями системы, они, тем не менее, не 
позволяют избавиться от гомоклинических касаний вообще. 

Области всюду плотной негрубости в пространстве Сг-глад-
ких (г ^ 2) динамических систем, в которых плотны системы с 
гомоклиническими касаниями, называются областями Ньюхау­
са (вышеупомянутые интервалы значений параметра, по кото­
рым трансверсальное семейство Х^ пересекает области Ньюха­
уса, называются интервалами Ньюхауса). 

Наиболее популярный результат (открытый в [24]) о дина­
мике двумерных отображений в областях Ньюхауса состоит в 
том, что при условиии, что седловая величина а = |А-у| — мо­
дуль произведения мультипликаторов периодической траекто­
рии L — меньше единицы, в областях Ньюхауса плотны сис-
темы, имеющие бесконечно много устойчивые периодических 
траекторий. 

Данное утверждение практически немедленно вытекает из 
плотности значений параметра, отвечающих гомоклиническим 
касаниям-, и более раннего результата [4] о том, что в случае 
а < 1 в трансверсальном семействе имеется последовательность 
(накапливающаяся к /х = 0) интервалов значений /х, отвечаю­
щих существованию устойчивого периодического движения3-*. 

^На общий многомерный случай он был перенесен в [8]; при условии, 
что неустойчивое многообразие седловой периодической траектории одно­
мерно, многомерный случай делался также в [27]. 

2 'Если а > 1, то бесконечно много вполне неустойчивых. Для много­
мерного случая общее свойство систем в областях Ньюхауса — это сосу­
ществование (в бесконечном количестве) периодических траекторий с раз­
личными размерностями устойчивых многообразий, т.е. с различным чис­
лом положительных/отрицательных показателей Ляпунова (см. [21]); там 
же даны критерии существования бесконечного множества устойчивых пе­
риодических траекторий в многомерном случая (см. также [9]), частный 
случай был рассмотрен в [27]. 

3^Если не интересоваться специально однопараметрическими семейст­
вами, то можно воспользоваться тем, что в областях Ньюхауса плотны 
системы с гомоклиническими касаниями третьего класса, а в множестве 
таких систем системы со счетным числом устойчивых плотны [10]. 
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Рис. 2. 

Как уже отмечалось, системы с гомоклиническими касания­
ми третьего класса сколь угодно близки к любой системе с го-
моклиническим касанием вообще. Следовательно, они плотны в 
областях Ньюхауса и наша основная теорема немедленно влечет 
следующий фундаментальный факт. 

В областях Ньюхауса плотны системы, имеющие бесконеч­
но много как гомоклипических касаний, так и периодических 
траекторий произвольно высоких порядков вырождения, 

Таким образом, бесконечные вырождения не исчезают при 
сходе с бифуркационной поверхности, отвечающей гомоклини-
ческому касанию. Напротив, сколь угодно близко к любой такой 
поверхности мы имеем области, где бесконечные вырождения 
плотны. 

С чисто математической точки зрения, этот результат ука~ 
зывает на далеко нетривиальную структуру разбиения простран­
ства динамических систем на классы П-эквивалентности. Что 
более важно — он имеет непосредственное отношение к изуче­
нию конкретных динамических моделей. Дело в том, что го~ 
моклинические касания (а следовательно, и области Ньюхауса 
в пространстве параметров) могут быть обнаружены в самых 
разнообразных конкретных семействах систем со сложной ди­
намикой. Так, они существуют в отображении Эно (и, вообще, 
в любом семействе двумерных отображений, достаточно близ­
ких к одномерным, после удвоений периода), появляются при 
разрушении инвариантных торов [2], [26], т.е. при переходе от 
квазипериодического режима к хаосу могут быть найдены в мо-
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делях лоренцевского типа в области за границей существования 
аттрактора Лоренца [3], [28], в системах с диким псевдогипербо-
лическим аттрактором [16] и в системах со спиральным хаосом. 

Последними называются системы, чей аттрактор может со­
держать гомоклиническую петлю состояния равновесия типа сед­
ло-фокус. В трехмерном случае — это седловое состояние равно­
весия, в котором корни характеристического уравнения Ai, A2, A3 
удовлетворяют условиям: 

Ai,2 = р±ш, р < 0 , о>т^0, Аз > О, 
р + А3 > 0, Ai + А2 + Аз < 0. 

У такого состояния равновесия неустойчивое многообразие од­
номерно и состоит (за вычетом состояния равновесия) из двух 
траекторий — неустойчивых сепаратрис. Если одна из сепарат­
рис возвращается в седло-фокус при t ~~» +оо (т.е. она лежит 
в двумерном устойчивом многообразии; см. рис. 2), то говорят, 
что имеется гомоклиническая петля. Системы с гомоклиничес-
кой петлей седло-фокуса образуют бифуркационные поверхности 
коразмерности один. Как было установлено в [17] (для много­
мерного случая — в [19]), в любой окрестности петли имеются 
нетривиальные гиперболические множества. При этом, согласно 
[14], на бифуркационной пленке1) плотны: 1) системы, имеющие 
негрубые периодические движения, 2) системы со счетным чис­
лом устойчивых и 3) системы с гомоклиническими касаниями. 
Последнее означает, что вблизи любой системы с петлей седло-
фокуса есть области Ньюхауса и бесконечные вырождения, опи­
сываемые основной теоремой. 

Наличие вырождений произвольно высокого порядка в облас­
тях Ньюхауса делает нереалистичной задачу полного качест­
венного Описания самых разных моделей со сложной динамикой 
(типа перечисленных выше). Так, в общем п-параметрическом 
семействе, пересекающем поверхности гомоклинического каса­
ния, будут встречаться периодические и гомоклинические тра­
ектории порядка вырождения п.2 ' Но при этом учет дополни­
тельных параметров с необходимостью будет приводить к но­
вым, более высокого порядка вырождениям и т.д. 

Данные результаты были анонсированы в работе авторов [6]. 
Подробная схема доказательства была приведена в [7], [22], опу­
щенные там технические фрагменты содержатся в том или ином 
виде в [20], [21]. В настоящее время к эти^ проблемам и спо­
собу их доказательства возник вполне Определенный интерес, в 

^Точнее, в любом однопараметрическом семействе на пленке, в котором 
величина и = -Аз/р < 1 меняется монотонно. 

2)При п = 2 бифуркации, приводящие к появлению периодических тра­
екторий порядка вырождения два (так называемых каспов), были изучены 
в [15] для случая систем с негрубой гомоклинической траекторией Пуан­
каре и в [1] — для случая систем с гомоклинической петлей седло-фокуса. 
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силу чего мы сочли необходимым дать полное изложение дока­
зательств. Заметим, что аналогичные результаты имеют место 
и в многомерном случае [9], [21], но здесь мы ограничимся толь­
ко рассмотрением двумерных диффеоморфизмов и трехмерных 
потоков с целью большей наглядности. 

Работа состоит из шести параграфов. § 2 носит подготови­
тельный характер. В нем приведены необходимые формулы для 
локального и глобального отображений, а также проведено раз­
биение систем с гомоклиническим касанием на классы и дока­
зана теорема 1 о том, что в окрестности любой системы с го­
моклиническим касанием имеются системы с гомоклиническими 
касаниями третьего класса. 

В § 3, в случае систем третьего класса, изучается структу­
ра нетривиальных гиперболических подмножеств, показывается, 
что она существенно зависит от величины 9 (теорема 2). 

В § 4 рассматриваются основные бифуркации в однопарамет-
рических семействах систем третьего класса (роль параметра 
играет .О-модуль 0). Доказывается теорема 3 о том, что в та­
ких семействах плотны значения параметра, отвечающие вто­
ричным гомоклиническим касаниям. Здесь же доказывается те­
орема 4 о том, что в множестве систем с гомоклиническими 
касаниями третьего класса плотны системы с бесконечным чис­
лом гомоклинических касаний. 

В § 5 доказывается основная теорема (теорема 5) о плотнос­
ти систем с гомоклиническими касаниями произвольно высокого 
порядка. Отметим, что здесь мы используем индуктивный ме­
тод доказательства, переходя путем малых возмущений от каса­
ния порядка п к касанию порядка п + I.1) В этом ряду принци­
пиально важным является, по-существу, последний шаг: переход 
от касания порядка г — 1 к касанию порядка г . Последнее (ана­
логичное касанию кривых у = 0 и у = жг+1 в нуле) является в 
случае Сг-топологии (с любым конечным г) касанием "неопре­
деленного порядка", так как сколь угодно малыми Сг-гладкими 
возмущениями его можно превратить "во что угодно" f напри­
мер, добиться локального совпадения кривых. Таким способом 
мы доказываем следующий результат, в некотором смысле кон­
кретизирующий утверждения основной теоремы. 

На бифуркационной поверхности систем с гомоклиническим 
касанием третьего класса (а также в областях Нъюхауса) 
плотны системы с гомоклиническими касаниями, отвечающи­
ми локальному совпадению устойчивых и неустойчивых много­
образий. 

' Применяя лемму (лемма 2) о том, что из двух гетероклинических 
касаний (порядков п и единица) можно сделать малыми возмущениями 
одно касание порядка n «f L 
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В § 6 устанавливается существование негрубых периодичес­
ких траекторий произвольно высокого порядка вырождения (те­
орема 6). Доказательство здесь основано на перемасштабирова­
нии отображения первого возвращения вблизи траектории вы­
рожденного гомоклинического касания. Так, мы устанавливаем, 
что в случае касания порядка п, где п < г, существуют перио­
дические траектории с мультипликаторами +1 и —1 и равными 
нулю первыми п и [п/2] — 1 соответственно ляпуновскими вели­
чинами (в ограничении на центральное многообразие соответ­
ствующее отображение записывается в виде х = ±ж-Ижп + 1 +.. . , 
где I ф 0). В случае п ^ г или гомоклинического касания, от­
вечающего локальному совпадению устойчивого и неустойчиво­
го многообразия, мы доказываем существование периодических 
траекторий, для которых либо отображение Пуанкаре в ограни­
чении на центральное многообразие, либо его квадрат является 
тождественным (т.е. либо отображением вида х — х в первом 
случае, либо х = —х — во втором). 

§ 2. Т р и к л а с с а гомоклинических касаний 
Рассмотрим Сг~гладкий (3 ^ г < ею) двумерный диффеомор­

физм /о. Предположим, что выполнены следующие условия: 
А) /о имеет грубую седловую периодическую траекторию LQ 

А| < 1, Ы > 1. 
меньше единицы. 

с мультипликаторами А И7 5 где 
Б ) Седловая величина а = |А7| 
В) Устойчивое W$ и неустойчивое Wtf многообразия перио­

дической траектории касаются квадратично в точках некоторой 
гомоклинической траектории Го (рис. 3(a)). 

Пусть О — какая-либо точка траектории L®. Она является 
неподвижной точкой д л я некоторой итерации рассматриваемо­
го диффеоморфизма. М ы обозначим через То ограничение дан­
ной итерации на малую окрестность UQ точки О (рис. 3(b)) и 
назовем То локальным отображением. По определению, муль­
типликаторы А и 7 являются собственными числами матрицы 
линеаризации То в точке О. 

Отображение То в некоторых Сг~ ̂ координатах (х}у) на Щ 
может быть записано в следующем виде [11], [13]; 

х = Хх + h(x, у)х2у, у = т»' + д(х> У)ХУ2> (2.1) 

где h{x,y) -ху и д(х,у) - ху — функции класса Сг"~1. В этих ко­
ординатах, в частности, неподвижной точке О отвечает начало 
координат, а уравнения локального устойчивого Wfoc и локаль­
ного неустойчивого Wi£c многообразий точки О будут соответ­
ственно у = 0 и а? = 0. 

Представление То в форме (2.1) является весьма удобным, 
поскольку в этих координатах отображение TQ будет линейным 
в главном порядке, равномерно для всех достаточно больших fc. 
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ot 

(a) (b) 
Рис. 3. 

Именно, в случае а < 1 имеет место следующее представление 
[11], [13], [29] для отображения T0

fc : (.г0,Уо) •-->• (хк, Ук) 

Хк = Хкхо + \\\к£к{хо,ук), 
2/0 = ТкУк + Ы~кПкЫ,Ук), 

(2.2) 

где функции £fc и щ стремятся к нулю при к —> оо вместе со 
всеми производными до порядка (г - 1) включительно. Кроме 
того, 

!lCbT?Jb||c-a-0(|7 |- fc). (2-3) 

В Щ имеется счетное множество точек траектории Го (то, 
что Го — гомоклиническая траектория, означает, что положи­
тельные итерации любой точки из Го накапливаются к О по 
W(QQt а отрицательные — по WJJC). Выберем пару таких гомо­
клинических точек и обозначим их как М + и М~, где М + ( ж + , 0) 
€ Щос и 'М"(0 ,у") € W^c. He ограничивая общности, будем 
полагать, что х + > 0 и у" > 0. Пусть П+ и П" — некоторые 
достаточно малые прямоугольные окрестности гомоклинических 
точек М + и М~ соответственно: 

п+ 
П" 

{(х,у)\ \х - х + | < е0 | |у | <£о}, 
{(x,i/)iH^ei;i-y-y-i<ei}: (2-4> 

Очевидно, при малых е0 и ег имеем Го(П+) ПП+ = 0 и Т0(П~) П 
П~ .= 0. Пусть q — такое положительное целое, что f$(M~) =. 
М + (такое q всегда существует, поскольку М~ и М+ — точки 

78 



одной траектории). Отображение 2\ = fq : Л" ~» С/0 называется 
глобальным отображением. Оно, очевидно, может быть записа­
но в следующем виде: 

(2.5) х - ж+ = ах + Ь(у- у"") + ..., 
у = cx + d( j / - .y - ) 2 + ..., 

где многоточия обозначают члены более высокого порядка 
(о(|ж| + | у -у~ | ) в первом уравнении и о(\х\ + \у-у"\2) + 0(\х\\у-
у~|) — во втором). Заметим, что в (2.5) be ф О, так как Т\ — 
диффеоморфизм, и d ф О, поскольку касание Ti(W^c) с Wfoc в 
точке М + квадратичное по предположению. 

Для нас будут важны знаки величин с и d. Они, конечно, 
определяются также выбором ориентации осей х ту (напомним, 
что мы зафиксировали ориентацию, положив х + > 0, у" > 0). 
Положительное d отвечает касанию Ti{W^c(MT") с Wfoc сверху, 
отрицательное — касанию снизу. Если 7 < 0- т о каждая ите­
рация отображения TQ меняет ориентацию по у, и мы можем 
выбрать гомоклиническую точку М4" так, чтобы d было поло­
жительным. При Л < 0 итерации То меняют ориентацию по х, 
и мы можем выбрать гомоклинические точки так, чтобы с было 
положительным. В соотвентствии с этим (см. также [4]), можно 
выделить 10 разных типов гомоклинических касаний, каждому 
из которых отвечает определенная комбинация знаков парамет­
ров А, 7, с и d (см. таблицу 1). Отметим, что в этой таблице 
символ +(—) означает, что для данного типа гомоклинического 
касания знак соответствующего параметра может быть изменен 
при выборе другой пары гомоклинических точек. 
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Таблица 1. 
Аналогичная конструкция возникает при рассмотрении трех­

мерных потоков, имеющих седловую периодическую траекторию 
с негрубой гомоклинической траекторией, по которой устойчи­
вое и неустойчивое многообразия касаются квадратично (рис. 
1). Возьмем в качестве Щ малую секущую к периодической 
траектории и обозначим через Го отображение Пуанкаре на Щ. 
Точка О пересечения периодической траектории с секущей бу­
дет седловой неподвижной точкой для Го, поэтому здесь мы так­
же имеем формулы (2.1)-(2.3). Возьмем теперь в качестве точек 
М+ и М~" пару точек пересечения гомоклинической траектории 
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с Щ: М"4" на локальном устойчивом многообразии и М~~ на ло­
кальном неустойчивом. Так как это точки на одной траектории-
то определено отображение Т\ по траекториям потока из малой 
окрестности П~ точки М~ на Щ в малую окрестность точки 
М4" на UQ. Время перехода траектории из окрестности точки 
М~ на С/о в окрестность точки М + на Щ конечно и гладко за­
висит от начальной точки, поэтому Т\ — диффеоморфизм. Со­
ответственно, мы можем записать тейлоровское разложение Т\ 
в точке М~", которое дается той же самой формулой (2.5). 

Всюду ниже будем иметь дело только с парой отображений 
(To,Ti), поэтому не будем различать случаи двумерных диффео­
морфизмов и трехмерных потоков (употребим термин "система" 
в обоих случаях). Заметим, что множество систем / , которые 
Сг-близки к /о и имеют негрубую гомоклиническую траекто­
рию Г, близкую к Го, образуют в пространстве Сг~диффеомор-
физмов/потоков гладкое банахово подмногообразие Я коразмер­
ности один. 

Обозначим через U достаточно малую окрестность множест­
ва О U Го (рис. 3(b)). Изучим структуру множества N траекто­
рий, целиком лежащих в U. 

Любая траектория из N (за исключением О) должна пере­
секать окрестности П+ и П~ (в противном случае такая тра­
ектория не будет близка к Го). Однако не для каждой началь­
ной точки из П+ ее траектория попадает в П~. Множество тех 
точек на П+ , итерации которых под действием Го попадают. 
в П~, представляет собой объединение счетного числа полосок 
0-0 =: л+ п j j - ' Д " , к = fc, к +1,..., которые накапливаются к от­
резку П+ П Wfoc (рис. 4(a)). В свою очередь, образы полосок <т£ 
под действием TQ — это вертикальные полоски а\ = П~" П TQU+ 

на П~, накапливающиеся к отрезку П~~ П W^c (рис. 4(b)). Из 
(2.2)-(2.4) вытекает, что 

°к = {(х>У)\ к -# + | <е0г 
Тк(У~ - ег + 0 ( 7 -* ) ) < У < 7~*(|Г +ег + 0 ( 7 - * ) ) } , (9 ^ 
°1 = {(*, У)\ *Чх+ - о̂ + ОЬ~к)) ^ х ^ (Z'b) 

^ Afc(x+ + во + 0(7"*)), \У - у"! < еТ}. 

Следуя [4], отнесем к первому классу гомоклинические каса­
ния, для которых 

7 > 0 и d < 0 (2.7) 

(первые три столбца таблицы 1). Ко второму классу относятся 
касания, для которых 

7 > О, А > 0, с < 0, d > 0 (2.8) 
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(четвертый столбец таблицы 1). Все остальные комбинации зна­
ков 7, А, с и d отвечают третьему классу (последние шесть 
столбцов таблицы 1). Отметим, что в соответствии с (2.7) и 
(2.8) любое квадратичное касание в случае 7 < 0 является ка­
санием третьего класса; а в случае 7 > О, Л < 0 любое квадра­
тичное касание "сверху" является касанием третьего класса. В 
случае 7 > О, Л > 0, касанию третьего класса отвечает комбина­
ция с > 0,d > 0. В соответствии с (2.5), это — касание "сверху" 
(d > 0) и правая полуокрестность негрубой гомоклинической 
точки в П~" отображается относительно соответствующего гло­
бального отображения Т\ в полуокрестность, примыкающую к 
"параболе" ТХ(И^С) П П+ сверху (с > 0). 

Для случая Л > 0 и 7 > 0 классификация гомоклинических 
касаний проиллюстрирована на рис. 5. Рис. 5(a) и 5(b) отвеча­
ют гомоклиническим касаниям первого класса (в обоих случаях 
касания "снизу"), рис. 5(c) и 5(d) — второго и третьего класса 
соответственно (в обоих случаях касания "сверху"). 

Следующее утверждение из [4] дает полное описание множес­
тва N для гомоклинических касаний первого и второго классов. 

В случае касания первого класса множество N имеет три­
виальную структуру: N = {Ьо>Го}. В случае касания второго 
класса множество N (неравномерно) гиперболично, при этом 
траектории из N находятся во взаимно однозначном соответ­
ствии с траекториями факторсистемы, получаемой из топо­
логической схемы Бернулли из трех символов {0,1,2} отож­
дествлением двух гомоклинических траекторий: (..., 0,..., 0,1,0, 
...,0,..-) п(.. . ,0,. . . ,0,2,0,.. . ,0,. . .). 

Структура множества N в случае касания третьего класса 
изучается в последующих параграфах. Важность исследования 
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именно систем такого типа объясняется, в частности, тем, что 
касания третьего класса есть вблизи любой системы с гомокли-
ническим касанием» Именно, имеет место следующая 

Теорема 1. Пусть / м — однопараметрическое семейство, 
трансверсалъное при /i = О бифуркационной поверхности сис­
тем с квадратичным гомоклиническим касанием. Тогда в лю­
бой окрестности точки ц = О имеются значения параметра, 
отвечающие квадратичным гомоклиническим касаниям треть­
его класса. 

Доказательство. Пусть /о имеет негрубую гомоклиничес-
кую траекторию либо первого, либо второго класса. Вложим /о 
в гладкое однопараметрическое семейство /м , трансверсальное 
при /i == 0 к поверхности Я коразмерности один, состоящей из 
Сг-систем, Сг-близких к /о и имеющих близкую к Го траекто­
рию гомоклинического касания. 

Отображения То и Т\ теперь зависят от /i. Замена перемен­
ных, приводящая отображение То к виду (2.1), зависит Сг~~2-
гладко от /i (см. [29]). При этом функции £ и г\ в формуле (2.2) 
для TQ также Сг -2-гладко зависят O T / J H оценки (2.3) выполне­
ны и для производных по /i [11], [13], [29]. Также и Л, и 7 теперь 
должны рассматриваться как функции (класса С7""2) от /х. 

Глобальное отображение Т\ = Т\ (/м) записывается в виде 

х - х*(ц) = ах + Ь(у - у") + <рг(х, у - у"1 /i), ^ 9ч 
V = V*(ft>) + cx + d(y-y У + (р2(х,у-у-,}л), к ' 

где х*(0) = ж+, у*(0) == 0; коэффициенты а, 6, с, а также у~" явля­
ются теперь функциями от fi (класса Сг~~2; мы предполагаем у~ 
зависящим от /х, чтобы исключить линейный по (у— у") член в 
уравнении для у); функции (р\^ не содержат линейных членов и 
при этом коэффициент при (у — у~)2 в ip2 зануляется при /л = 0. 
Следовательно, 

¥>1-0[(Ы + | у - у - | ) 2 ] , 
Ы = 0(а* + |х||у - у-1 + И(у " У")2) + о((у - у~П {2'Щ 

Напомним, что локальные устойчивое и неустойчивое много­
образия точки О распрямлены, т.е. WjJJc = {х = 0} и Wfoc = {у = 
0}. Соответственно, кусок неустойчивого многообразия Ti(W^ cn 
П~) вблизи точки М + задается уравнением 

У = У'О*) + ~2 (х - ж *) 2 + -»((* - **)2)- (2.11) 

Трансверсальность семейства бифуркационной поверхности озна­
чает, что гомоклиническое касание при изменении /х расщепля-
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(а) с<0, d<0 (b) 0 0 , d<0 

(с) с<0, d>0 (d) с>0, d>0 
Рис. 5. 

ется с ненулевой "скоростью77, т.е 
d 

Следовательно, не ограничивая общности, мы можем считать, 
что 

У*1» = М 
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в (2.9) и, таким образом, _i(/i) перепишется как 

х - x*(/i) = ах + Ъ(у- у~) + срг(х,у- у~-/х), /2 ^ 
у = fJ, + cx + d(y-y-~)2 + <p2(x,y-y~,iJ,). -

Рассмотрим сначала случай, когда Го — негрубая гомокли-
ническая траектория второго класса (рис. 6), здесь 7 > 0? ^ > О? 
с < 0, d > 0. Возьмем полоску of с достаточно большим номером 
i и рассмотрим такие \х > 0, что вершина кривой Ti(/i)(W^c) 
лежит ниже полоски of на П+ , а сама кривая пересекает эту 
полоску по двум отрезкам кривых: и] ж uf. Вершина кривой 
(2.11) — это точка (x*(/i),/x), она лежит ниже полоски of, ес­
ли /i «С 7~Л см- (2.6). Заметим, что это будет, во всяком слу­
чае, так, если (л ~- Х% (поскольку А7 < 1 по предположению и i 
берется достаточно большим), и именно такие [л мы будем рас­
сматривать. Уравнения кривых и} и uf на полоске of находятся 
из системы (2.12), в которой нужно положить х = 0 и учесть, 
что координаты у точек на полоске of должны удовлетворять 
неравенствам 

7~ЧгГ - e i ) < у < 7~4lT + ei) (2.13) 
(см. (2.6)). Таким образом, получаем, что кривые и} и uf в па­
раметрической форме задаются уравнением 

x0-x*(jA) = bt + ... , y 0 = M + dt2 + ... , (2.14) 

где t пробегает интервал (мы учитываем, что /л <С 7~г) 

(2-15) 

для кривой и|, а для uf — интервал 

(2.16) 

Неравенства (2Л5) и (2.16) задают (если положить t = y — y~~ и 
х = 0) отрезки 1\ и 2̂ — Две компоненты связности множества 
T-f^of) П WJ5JC(0). Поскольку мы рассматриваем касание вто­
рого класса, то малые полуокрестности, примыкающие к \\ и 
h со стороны положительных х, отображаются под действием 
Т\ ниже (в сторону уменьшения у) кривых и± , т.е. направо (в 
сторону увеличения х) от кривой и\ и налево от кривой uf при 
Ъ > 0 (рис. 6) и, наоборот, налево от и} и направо от uf при 
Ь < 0 . 
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Рис. 6. 

При отображении Ц полоска а% перейдет в полоску а\ С П", 
а кривые и\ и и? - в кривые й\ и и} соответственно, уравнения 
которых в силу (2.2) и (2.14) будут следующими 

х = Л*(я?* + Ы + ...), 1~\у + ...) = /х + dt2 + ... , (2.17) 
где t пробегает значения из интервала (2.15) для кривой й\ или 
из (2.16) для кривой и-. Поскольку А > 0, то левые полуокрест-

1 2 

ности кривых щ' будут отображаться налево (в сторону умень­
шения х) от щ' соответственно. 

Из (2.2), (2,10), (2.15), (2.16) и (2.17) видно, что кривые й1'2 

близки к прямым у = const. Именно, на этих кривых 
•9.2,1 

• % - > / - ) 
+ 

д?хг 

ду\ 
0(Л-7-*/2). 

При этом 

«-• 

й\ 

х = Х^+ +Xib\l^ 

Xlx+ 
+ 

х A-6W-----!--" 

(2.18) 

(2.19) 

+ ... 
(мы учли, что /х < 7_ i)- Теперь из (2.12) следует, что кривые 
Ti(u1) и Ti(u|) касаются квадратично Wfoc = {у = 0} при 

M = ^ M * V " ± f r 7 У" +...). (2.20) 
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Эти кривые являются образами отрезков 1\$ на локальном не­
устойчивом многообразии (относительно нового глобального ото­
бражения ТхЦТх), т.е. данные значения /х отвечают гомоклини-
ческим касаниям. Из (2.12), (2.18) следует, что эти касания рас­
щепляются с ненулевой скоростью при изменении /х, так что се­
мейство / м трансверсально соответствующим бифуркационным 
пленкам. 

Как уже отмечалось, при Ъ > 0 правая полуокрестность от­
резка I2, а при b < 0 правая полуокрестность отрезка 1\ ото­
бражаются под действием Т\ налево от кривых „ | и и]. Далее, 
под действием Т$ они отображаются в левые полуокрестности 
кривых, соответственно, nf и и}, которые, в свою очередь (по­
скольку с < 0), отображаются кверху от кривых Ti(u}) и Ti(_|) 
соответственно. Таким образом, /х = /х̂  при b < 0 и /х = //f при 
b > 0 отвечают гомоклиническим касаниям третьего класса (см. 
рис. 6 для случая b > 0). 

Для завершения доказательства осталось рассмотреть слу­
чай касания первого класса (первые три столбца в таблице 1). 
Это означает, что 7 > 0 и d < 0, т.е. при /i = 0 мы имеем ка­
сание снизу (как на рис. 5(a) и 5(b)). При \х < 0 устойчивое и 
неустойчивое многообразия не имеют пересечений, а при \х > 0 
появляется два трансверсальных пересечения, и кусок неустой­
чивого многообразия Т^И^ПП""") заходит в область у > 0. Мы 
покажем, что при этом найдутся значения /х > 0, при которых 
появляется гомоклиническое касание сверху; при этом семейст­
во //х будет трансверсально соответствующей бифуркационной 
поверхности. Такое касание либо само третьего класса (в случае 
Л < 0 это всегда так) и тогда теорема доказана, либо принадле­
жит второму классу. Появление в этом случае касаний третьего 
класса при близких значениях параметра мы только что дока­
зали. 

Возьмем полоску of с достаточно большим номером г. Рас­
смотрим такие \i > 0, при которых вершина кривой Ti(W^c П 
П~) лежит внутри полоски а$ (рис. 7 для случая Л > 0, с < 0 и 
рис. 10(a) для случая Л > 0 , с > 0), т.е. (см. (2.6), (2.11)) 

7"*(»" - ei) < /1 < 7~ г0Г + е{). 

Уравнение куска Т^1(\¥{ос П П+) устойчивого многообразия 
точки О вблизи точки М~~ имеет вид (в (2.12) полагаем у и 
используем также (2.10)) 

z = _ / f + M ( y _ y - ) 2 + . . . . (2.21) 
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Рис. 7. 

Поскольку /х ~ 7 г » |А|\ то эта кривая всегда имеет две ком-
1,2 

поненты связности, v{' , в пересечении с вертикальной полоской 
<т*, которая находится на расстоянии порядка |Л|г от у = О (см. 
(2.6)). Согласно (2.2), (2.3), в окрестности точки М + образы 
Vjf этих компонент относительно отображения Т0~~г задаются 
параметрическим уравнением 

X\x + ...) = -^ + \^t2 + ..., у = 7 " V + * + - ) . (2-22) 

где £ — параметр, пробегающий значения от —е\ до £i, x при­
нимает значения вблизи х+. Так как /х >• |Л|% то легко видеть, 
что кривые v\' близки (по меньшей мере в С2, а также в С1 

по /i) к прямым 

у = 7-*(у-± / £ + ...). 

Теперь очевидно (см. (2.11)), что Ti(Wfcc ПП~) имеет квад-
~1 2 

ратичное касание с кривыми v{' при 

При обоих значениях \i кривая Ti(Wfcc П IT*) касается соот­
ветствующей кривой У\2 снизу, т.е. со стороны, отвечающей 
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тДЮ ЭД) 

Рис. 8. 

v/ тг1ою 

Рис. 9. 

уменьшению у. Так как 7 > 0, то образ TiT\{W^oc Л П~) также 
примыкает к T{l(Wf0C Л П+) снизу в обоих случаях (рис. 8, 9 
и 10). Это означает, что кусок TITQTI(W^C Г) IT") неустйчивого 
многообразия Ww касается W ^ с разных сторон при д == //* 
и /х = дг~- Таким образом, одно из этих касаний будет первого 
класса (как исходное) (рис. 9 и 10(b)), а другое — либо вто­
рого (рис. 10(c)), либо третьего класса (рис. 8), что завершает 
доказательство теоремы. 

§ 3. Нетривиальные гиперболические подмножества 
систем с гомоклиническим касанием третьего 

класса 
Прежде чем начинать изучение множества траекторий, це­

ликом лежащих в малой окрестности негрубой гомоклиническои 
траектории, мы уточним выбор такой окрестности. Он полное-



т,СО 
(а) 

ЪМ 

(b) Ц=Й2 

(c)H=W 

Рис. 10. 

тью определяется выбором окрестностей П4* и П~" гомоклини-
ческих точек М + и М~", который удобен, прежде всего, в тех­
ническом плане. Именно, окрестности выберем таким образом, 
чтобы для некоторого достаточно большого к они содержали 
целиком все полоски crjj! и а\ с номерами Л ^ fc и не пересека­
лись с полосками, номера которых меньше к. Соответствующая 
окрестность называется специальной, ее построение приведено, 
например, в [5], [11]. 

Схематически, специальная окрестность строится следующим 
образом (рис. 11). Первоначальные произвольно выбранные ма­
лые окрестности П + и П"~ мы еще уменьшаем, выбрасывая из 
них "все лишнее". Именно, выбрасываются точки, которые по­
падают из П+ в П~ меньше, чем за к итераций отображения 
Го, и которые попадают из П~" в П+ меньше, чем за к итераций 
отображения Г0"х. Таким образом, в силу (2.2) мы оставляем в 
П+ только такие точки, для которых |у| ^ \l\~k{y~~ 4-£i), и в 
I J - — ТОЛЬКО ТОЧКИ, ДЛЯ КОТОРЫХ \х\ -^ |Л |^(ж+ + £())• 

Далее, в П + оставляем только такую "минимальную" пря­
моугольную окрестность точки М + , которая содержит Ti(n"~)n 
П+ , а в П~~ — ту, которая содержит Г1"1(П+)ПП~ (см. рис.11). 
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Рис. 11. 

Как результат получаем (см. [5], [11]), что в качестве П + и П" 
можно, не ограничивая общности, выбрать 

П + = {(х,у) | |х - *+| < ph \у\ ^ Ь\-'к(У~ + Рк)}, 

И" = {(х,у) | \х\ ^ \\\\х+ + р-к), \у - у~\ < р-к}, 
(3.1) 

где pj = С\у\~к/2- и С — некоторая положительная константа, 
не зависящая от L 

Образы Т\а\ полосок а\ имеют вид подков (см. рис.12), на­
капливающихся при к —> оо к куску lu = Ti(W"-^c) П П4* не­
устойчивого многообразия точки О. Очевидно, что траектории 
из множества N (множества всех траекторий, целиком лежащих 
в специальной окрестности) должны пересекать П+ в точках пе­
ресечения подков TI<J\ и полосок а® для всевозможных i, j ^ к. 
Таким образом, ясно, что структура множества N существенно 
зависит от характера таких пересечений. 

Непустое пересечение подковы и полоски может быть пра­
вильным и неправильным (различные типы пересечений пока-

£ 
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заны на рис. 13). Именно, пересечение подковы Т\а\ с полоской 
а® является правильным, если множество Т\а} П а® состоит из 
двух компонент связности, о®} и a^f (рис. 14), и отображение 
Т{ = T\TQ В ограничении на прообразы Т[~1а®1 и Т~гаЩ (под-
полоски of1 и а®2 на а®) является седловым в смысле [18] (т.е. 
сжимающим по координате х и растягивающим по у\ см. точное 
определение ниже). 

Следующий результат установлен в [5] (см. также [11], [12]). 

Лемма 1. Существуют достаточно большое к и положи­
тельная константа Si , зависящая только от /о - we завися­
щая от к, такие, что если для некоторых целых i7j ^ к: 

1) выполняется неравенство 

d[<r-ty--c\ix+]>Sh{i,j), (3.2) 

где 5^(г, j) = 5i(|A|* + |7Г*0 * M~fc//2- то пересечение подковы 
Т\<т} с полоской <т® правильное] 

2) если для некоторых целых i,j^k выполняется неравен­
ство 

(1[<у-*у--с\*х+]<-8ъ№), (3.3) 

Удобно также переформулировать эту лемму следующим об­
разом: если подкова Т\сг\ имеет неправильное пересечение с по­
лоской <т̂  (т.е. если, например, пересечение Tier} П а® состоит 
из одной компоненты связности, или соответствующие отобра­
жения не являются седловыми), то с необходимостью 

H . | 7 - V - c V x + K ^ ( i , i ) . (3.4) 

Также если Т\а\ П<т| ф§, то выполнено неравенство 

d t 7 - V - c A * x + ] ^ - 5 s ( i , i ) . (3.5) 

Неравенства (3.2)~(3.5) имеют сравнительно простой геомет­
рический смысл. Полоска о® — это тонкий горизонтальный пря­
моугольник на П+ с центральной линией у = l~jy~, полос­
ка а\ — тонкий вертикальный прямоугольник на П~~ с цен­
тральной линией х = AV4". В силу (2.2) полоска о\ отобра­
жается под действием Т\ в подкову, у которой парабола у = 
с\{х+ + d((x - x+)/b)2 является центральной линией. Условие 
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d[^~~Jy~ «. cA*x+] > 0 означает, что прямая у = 7~Jy~ и указан­
ная парабола пересекаются в двух точках, а условие d[/y~Jy~' — 
сАгж+] < 0 — что они не пересекаются. Коэффициент S^(i,j) в 
(3.2)-(3.5) учитывает ненулевую толщину полоски и подковы. 

Напомним, что для того чтобы пересечение было правиль­
ным, необходимо также проверить, что отображение % = T\TQ 
— седловое на ff1^} и Т[~1<тУ?. Мы будем придерживаться 
следующего определения: отображение (xi-j/i) »-> (ж2,У2) (где 
(si,yi) 6 Х1ХУ1, (ж2,у2) € X2xY2 и Хъ Х2, Уъ Y2 — некоторые 
замкнутые подмножества банаховых пространств) является сед-
ловым, если Ж2 и у\ однозначно определяются по любым х\ € J_i, 
у2 € Y2 и при этом отображение соответствия {х\,у2) »-> (ж2,ух) 
(т.н. перекрестное отображение) является сжимающим в метри­
ке тах{||ж||,||у||}. 

Заметим, что непосредственно из определения следует, что 
композиция седловых отображений сама является седловым ото­
бражением. Также очевидно, что для любой функции у\ •-> х\ 
с константой Липшица -̂  1 седловое отображение переводит ее 
график в график функции у2 н-> Ж2, определенной при всех у2 € 
Y2, и липшицевой с константой Липшица, равномерно меньшей 
1, при этом отображение растягивает по у. Точно так же об­
ратное отображение переводит график любой функции Ж2 »->- у2 
с константой Липшица ^ 1 в график функции х\ «-> yi, опре­
деленной при всех х\ € Хг, и липшицевой с константой Лип­
шица, равномерно меньшей 1, при этом оно растягивает по ж. 
Отсюда следует, что для седлового отображения, действующе­
го из произведения X х Y в него же, его неподвижная точка1) 
грубая седловая (гиперболическая), причем ее устойчивое и не­
устойчивое многообразия являются графиками функций (соот­
ветственно, ж н» у и у ь4 ж), определенных при всех ж € X 
(соответственно у G Y) и имеющих константу Липшица < 1. 

Очевидно, что определение седлового отображения чувстви­
тельно к выбору координат в Х\ х Y\ и Х2 х У2- На полосках of 
используем координаты, введенные следующим образом. Преж­
де всего, для любой точки (жо,уо) - 0"? пусть (ж*,уг) = Гд(жо,уо)-
Тогда, согласно (2.2), величины Х{ и уо однозначно определяют­
ся по (жо,Уг), поэтому (жо, Уг) могут быть выбраны в качестве 
координат на of. Обозначим такие координаты (ж',у') (при этом 
|ж' - ж+| ^ ph \у' - у -1< р£; см. (3.1)). 

Из (2.2), (2.5) получаем следующее соотношение для отобра-

^ Такая точка существует и единственна в силу принципа сжимающих 
отображений — неподвижные точки исходного и перекрестного отображе­
ния, очевидно, совпадают. 
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жения Т. в ограничении на f{
 l(Ti<r} Па?): 

х' - х+ --- a(AV + \%(х', у')) + Ъ(у> - у~) + ..., 
7"j.y' + 7~-^(S',y ,)-= (3.6) 

= c(AV + \%(х', у')) + d(y' -у~)2 + ... 
Если неравенство (3.2) выполнено с подходящим Si, то соотно­
шение (3.6) может быть переписано в перекрестном виде 

х' .= х+ + \*(х' + ...)±Ь]/1-з(±у> + ...)- Xfy + ...), 

У' = У" ± ^ ф ' + . . - ) - А - ( ^ ' + • • . ) , (3-7) 

где знаки "+" и "—" отвечают отображению % на компонентах 
Т[~1<7^1 и Т~га^ соответственно. Многоточия означают члены, 
стремящиеся к нулю при г, j —>• +оо. Очевидно, если выполнено 
(3.2), то перекрестное отображение (3.7) сжимающее и, следова­
тельно, отображение Ti\frl(T а\с\<т°.) действительно седловое. 

Лемма 1 позволяет дать весьма детальное описание структу­
ры гиперболических подмножеств в окрестности гомоклиничес-
кого касания. Заметим, что для каждой траектории из множес­
тва N\0 можно естественным образом определить ее кодировку 
— последовательность натуральных чисел 

(..,fc_5,...,fc5,...), (3.8) 
где ks (ks ^k) — номер полоски, которой принадлежит 5-я точ­
ка М8 пересечения траектории с П+ . Траекториям из N, ко­
торые не лежат ни в устойчивом, ни в неустойчивом многообр­
азиях точки О, отвечают бесконечные в обе стороны кодировки. 
Для траекторий из Ws последняя точка пересечения с П при­
надлежит Wfoc и ее дальнейшие итерации под действием Го не 
покидают малую окрестность точки О (и стремятся к О). Соот­
ветственно, кодировки таких траекторий конечны справа и мы 
будем завершать их символом +оо. Для траекторий из Wu (т.е. 
a-предельных к О) их кодировки конечны слева и начинаются 
с символа +оо. Для гомоклинических к О (т.е. принадлежащих 
пересечению устойчивого и неусточивого многообразий) траек­
торий их кодировки конечны с обоих сторон. 

Пару целых чисел (fce>fce+i) с ks ^ k, ks+1 ^ к назовем не­
допустимой, если при j = ksii = ks+x выполнено неравенство 
(3.3); в противном случае (выполнено неравенство (3.5)) назо­
вем пару допустимой. Допустимую пару (fcs,fcs+i) , для которой 
выполнено неравенство (3.2) (при j = kS7i = fc5+i), назовем пра­
вильной. Последовательность {ks} целых чисел с ks ^ к назовем 
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допустимой, если любая пара (k8,k$+i) в ней допустима.^Нако­
нец, допустимую последовательность назовем правильной, если 
любая пара (ksyka+i) правильна. Очевидно, что в случае каса­
ния второго класса (у > О, Л > 0, d > О, с < 0) все последователь­
ности с к$ ^ к правильны (за исключением последовательности 
(+оо, +оо) — это кодировка исходной траектории гомоклиничес-
кого касания Го), если к достаточно велико. Для касаний пер­
вого класса (7 > 0,d < 0) любая пара (г, j ) с j ^ г недопустима 
(в силу того, что |Л-у| < 1), поэтому здесь не существует беско­
нечных влево допустимых последовательностей;1) единственная 
возможная здесь допустимая последовательность, ограниченная 
слева символом +оо , — это (+оо,+оо). 

Для систем с гомоклиническими касаниями третьего класса 
множество допустимых/правильных последовательностей имеет 
нетривиальную структуру. 

В случае 7 > 0,А > 0,с > 0,d > 0 (пятый столбец табл. 1), 
прологарифмировав неравенства (3.2) и (3.5), мы видим, что 
пара (i,j) допустима, если 

j^iO-T + Sb\-l/2, (3-9) 
и правильна, если 

j < » 0 - T - 5 | 7 r t / 2 , (З.Ю) 
где 

1п|А| 1 - ,сх+ 

0 = ~ T i i > т = Г Т 1 1 п — Н > ln|7l ln|7| У 
S — некоторая положительная константа. 

В случае А > 0,7 < 0, с > 0,d > 0 (шестой столбец табл.1), 
как вытекает из (3.2)-(3.5), любые пары (i,j) с нечетным г не­
допустимы, а пары с четным i допустимы (правильны), если 
выполнено неравенство (3.9) (соответственно, (3.10)). 

В случае А > 0,7 < 0,с < 0,d > 0 (седьмой столбец табл. 1), 
любая пара (i,j) с четным г правильна, а с нечетным г допус­
тима, если выполнено неравенство 

j £ - * - T - 5 | 7 r l / 2 , (3.11) 
и правильна, если выполнено неравенство 

^ > # - т + 5|7Г*/2. (3.12) 
В случае 7 > 0, А < 0,d > 0 , с > 0 (восьмой столбец табл. 1), 

любая пара (г, j ) с нечетным j правильна, а пара с четным j 

1'Здесь в допустимой последовательности значения ка должны убывать 
с уменьшением s, но к3 ^ к по условию. 
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допустима (правильна), если выполнено неравенство (3.9) (со­
ответственно, (3.10)). 

В случае 7 < 0 , A < 0 , c > 0 , d > 0 (девятый столбец табл. 1), 
пары (г, j ) с четным г и нечетным j являются всегда правиль­
ными, а с нечетным г и четным j — всегда недопустимыми; 
пары (i, j ) с четными г и j допустимы (правильны), если вы­
полнено неравенство (3.9) (соответственно, (3.10)); пары (г, j ) с 
нечетными г и j допустимы (правильны), если выполнено нера­
венство (3.11) (соответственно, (3.12)). 

Наконец, в случае 7 < 0, А < 0,с < 0,-d > 0 (десятый столбец 
табл. 1), пары (г, j ) с четными г и j являются всегда правильны­
ми, а с нечетными г и j — всегда недопустимыми; пары (i, j ) с 
нечетным г и четным j допустимы (правильны), если выполнено 
неравенство (3.9) (соответственно, (3.10)); пары (i,j) с четным 
г и нечетным j допустимы (правильны), если выполнено нера­
венство (3.11) (соответственно, (3.12)). 

Следующая теорема является усиленной версией теоремы из 
[4]-

Теорема 2. 1) Для любой траектории из N\0 ее кодировка 
допустима. 

2) Для любой бесконечной правильной последовательности 
/С = {к$} в N существует континуум траекторий с кодиров­
кой К,, а если К, — конечная правильная последовательность 
длины п, то в N имеется ровно 2П~~Х грубых гомоклинических к 
О траекторий с кодировкой /С. Именно, для любой последова­
тельности {as}} составленной из символов '1" и "2", сущест­
вует единственная траектория, последовательные точки Ms 

пересечения которой с П + лежат в компонентах &£% г пере­
сечения Тг*^ П<т^. 

Доказательство . По определению, 

М з Е Т к т ^ П ^ , (3.13) 

где {Ms} — последовательность точек пересечения траектории 
с П + , a {ks} — кодировка траектории. Заметим, что это соот­
ношение имеет смысл и в случае конечных (влево или вправо) 
кодировок при а^ = Wjgc П П~ и а^ = Wfoc П П+. 

Теперь утверждение пункта 1 теоремы немедленно следует 
из (3.13) и пункта 2 леммы 1. Чтобы доказать пункт 2 теоре­
мы, заметим, что если последовательность К правильная, то, 
как следует из пункта 1 леммы 1, для любой пары (ks^i,ks) 
пересечение Tia\s_г П <т£а состоит из двух компонент, (гЦк8_г и 
аТк _ •• Поэтому траектория имеет кодировку К тогда и только 
тогда, когда для некоторой последовательности {а3} из единиц 
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Рис. 12. 

и двоек 

для всех точек Ма. По определению, 

Ма = Тка_1М3-1; 

(3.14) 

(3.15) 

при этом так как пара (k3-i,ks) правильная, то отображение 
ffci_1 — седловое на с г Ц ^ . 

Таким образом, для каждой правильной последовательности 
К и каждой последовательности {о%} мы имеем последователь­
ность пространств о%*% t и седловых отображений Гд.а, дейст­
вующих из tfj^jb^ в <r££k9- Теперь если К бесконечна в обе 
стороны, то существование и единственность последовательнос­
ти Мв, удовлетворяющей (3.14), (3.15), следует из леммы [18] о 
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неподвижной точке последовательности седловых отображений 
в счетном произведении пространств1). 

Чтобы доказать теорему для случая конечной влево правиль­
ной последовательности /С, заметим, что кривая Ti(W^cnir~) в 
пересечении с любой полоской а® такой, что пара (+оо? j) пра­
вильная, задается первой формулой в (3.7), в которой нужно по­
ложить i = +00. Следовательно, это вертикальная кривил, т.е. 
кривая вида х' = <£>(t/), где функция (р определена при всех у; 

и имеет константу Липшица меньше 1. По свойству седловых 
отображений все дальнейшие образы И^СП1Г~, определяемые 
по правилу 

„0as J>OQ 

также являются вертикальными кривыми и отображения T&Jj5 
растягивают по у'. Из леммы о неподвижной точке последо­
вательности сжимающих отображений в счетном произведении 
пространств [18], примененной к последовательности 

h >2 Is 

^Мы ищем последовательность точек (x'e,yi) € «^jE^ таких, что 
Тка«>У*) s К + ь Й + О = (si+i-lfi+i), но так как отображения Г*, все 
седловые, то перекрестное отображение ({-з},{|/в}) *"•*• (is*}»!!/*})» сжима­
ющее в пространстве последовательностей с нормой тах5т.ах{|жв|,|,ув|}. 
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следует, что существует и единственна последовательность то­
чек Ms такая, что 

Ms е /„ M5+i = fksMs. 
По построению, это в точности последовательность точек пе­
ресечения с П4" траектории с кодировкой К, существование и 
единственность которой для каждой заданной последовательнос­
ти {as} утверждается в п. 2 теоремы 2̂  

В случае конечной справа правильной последовательности /С, 
доказательство аналогично — здесь соответствующие прообра­
зы Wf ПП4* являются горизонтальными кривыми, т.е. кривыми 
вида уг = ф{х'), где функция ф определена при всех х' и имеет 
константу Липшица меньше 1. 

Наконец, в случае конечной правильной последовательности 
JC гомоклинические точки находятся как единственные точки 
трансверсального пересечения соответствующих вертикальной 
(образ W£cnU~) и горизонтальной (прообраз Wfoc П П+) кри­
вых. Теорема доказана. 

Обозначим через N построенное в теореме 2 множество тра­
екторий из N с правильными кодировками. Для траектории из 
N с кодировкой {ks} можно построить ее уточненную кодировку 
— последовательность из символов "О", " F и "2", которая полу­
чается из первоначальной кодировки заменой каждого символа 
ks на последовательность 0 . . . 01 или 0 . . . О 2 в зависимости 

от того, какой из компонент сг^]+1к3
 и л и akt+iks принадлежит со­

ответствующая точка M5+i пересечения траектории с П4" (если 
первое слева (последнее справа) ks = +oo, то мы заменяем его 
просто на бесконечную последовательность нулей). По теореме 
2 траектории из N восстанавливаются по уточненной кодировке 
однозначно. Поэтому если мы определим динамическую систе--
му на множестве точек пересечения траекторий из N с малой 
окрестностью Щ точки О следующим образом: на точках из 
£/о\П~ действует отображение Го, а на П"" — отображение 2\ , 
то полученная система будет топологически сопряженной с 
отображением сдвига на множестве уточненных кодировок. 

В частности, периодической кодировке отвечает периодичес­
кая траектория. Каждая точка пересечения этой траектории с 
П+ является неподвижной точкой для произведения последова­
тельности седловых отображений за период кодировки. Посколь­
ку такое произведение само является седловым отображением, 
то данная периодическая траектория является грубой седловой и 
для каждой точки ее пересечения с П+ устойчивое и неустойчи­
вое многообразия являются горизонтальной и вертикальной кри­
выми соответственно. Кодировкам, асимптотически периодичес-

98 



ким с обеих сторон, отвечают гетероклинические (или гомок л ио­
нические) траектории трансверсального пересечения устойчиво­
го и неустойчивого многообразий соответствующих периодичес­
ких траекторий. 

Отметим, что, вообще, для каждой траектории из N у ^лю­
бой точки пересечения ее с XI4" есть устойчивое и неустойчи­
вое многообразия, являющиеся соответственно горизонтальной 
и вертикальной кривыми, т.е. все траектории из N седловые 
и множество N (неравномерно) гиперболично [4], [5]. 

Хотя множество N может и не совпадать со всем множест­
вом N\{07 Г 0}, оно в любом случае хорошо его аппроксимиру­
ет. Действительно, траектории неседлового типа из N должны 
иметь как минимум две последовательные точки пересечения с 
П+ , принадлежащие полоскам of и <т̂ , номера которых должны 
удовлетворять неравенству 

Ь'-г0 + т |<£ | 7 Г* / 2 , (3.16) 

эквивалентному (3.4). Решения последнего неравенства даются 
множеством точек (i,j) (с целочисленными координатами), ле­
жащих в узкой полосе на плоскости (чем больше fc, тем уже 
эта полоса). Ясно, что структура этого множества существен­
но зависит от в и т. Например, в случае, когда в рационально, 
в = p/q, и rq $ Z, оно будет пусто при достаточно большом 
к (зависящем от в и г). В этом случае, как легко видеть, мно­
жество допустимых кодировок (без (+оо, 4-оо)) совпадает с мно­
жеством правильных кодировок и имеет следующий результат, 
полученный ранее в [5]. 

Пусть 0 = p/q и rq & Z. Тогда существует такое к = 
к(в\т), что N\{LOJTO} = N, т.е. все траектории из N\TQ 
седловые. 

С геометрической точки зрения, то обстоятельство, что мно­
жество целочисленных решений неравенства (3.16) пусто при 
рациональном в и подходящих т, означает, что при таких в ж г 
вершины всех подков попадают в промежутки между полоска­
ми. Так как число полосок бесконечно, эта ситуация не является 
грубой. Так, если в иррационально, то неравенство (3.16) имеет 
счетное множество целочисленных решений при любом к. Сле­
довательно, в этом случае счетное множество полосок и подков 
могут иметь неправильные пересечения, что ведет к весьма не­
тривиальной динамике, рассматриваемой ниже. Для нас валено, 
что при сколь угодно малом изменении в множества целочислен­
ных решений неравенств (3.9)-(3.12) меняются и, как следует из 
теоремы 2, с необходимостью изменяются множества N и N. 
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§ 4 . Сосуществование гомоклинических касаний 
третьего класса 

Пусть /о — система, имеющая седловую периодическую тра­
екторию Lo и негрубую гомоклиническую к LQ траекторию Го 
третьего класса. Множество систем / , которые Сг-6лизки к /о 
и имеют негрубую гомоклиническую траекторию Г, близкую к 
Го, образует гладкое банахово подмногообразие Н коразмернос­
ти один. 

Рассмотрим однопараметрическое семейство fu систем на Н> 
содержащее /о- Мы предположим, что величина в = — In |A|/ In \<y\ 
меняется монотонно с изменением z/, т.е. 

в'(у) ф 0. (4.1) 
Как мы отмечали в предыдущем параграфе, множества цело­

численных решений неравенств (3.9)—(3.12) меняются при сколь 
угодно малом изменении 9. Следовательно, при сколь угодно 
малом изменении значений параметра должны происходить би­
фуркации в множестве N всех траекторий, лежащих в малой 
окрестности U множества LoUTo- Так, имеет место следующий 
результат. 
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В интервале изменения v плотны подмножества В*, Вх , B<i 
такие, что: 

1) при v € Bi система /-, имеет негрубую двухобходную1' 
периодическую траекторию типа седло-узел и при v € Bjf — 
негрубую двухобходную периодическую траекторию с мульти­
пликатором, равным —1; 

2) при v Е 1?2 система fu имеет бесконечно много устойчи­
вых двухобходных периодических траекторий в U. 

Пункт 1) был доказан в [4], [12], пункт 2) — в [12]. Наши 
дальнейшие рассмотрения основаны на следующем результате 
того же сорта. 

Теорема 3 ([11]). В интервале изменения и плотны значе­
ния параметра, при которых fv имеет в U отличную от Г 
траекторию квадратичного гомоклинического касания. 

Доказательство . Возьмем произвольные у\фщ^ достаточ­
но близкие так, что в\ = в(р\) ф &{уг) = #2, и предположим 
для определенности, что В\ > #2- Рассмотрим сначала случай 
Л > 0,7 > 0 , с > 0,d > 0 (рис. 5(d)). 

Заметим, что для сколь угодно большого к существуют це­
лые г ^ к и j ^ к такие, что: 

1) пары (г, г) и (j, г) правильны при всех i/, т.е. подковы Т\а\ 
и Tier] пересекают полоску of правильно (рис. 15); 

2) при v — v\ пара (г, j ) правильна, а при и = v<i недопустима, 
т.е. при v = v\ подкова Т\о\ пересекает полоску а^ правильно 
(рис. 15(a)), а при v = щ — вообще не пересекает ее (рис. 15(b)). 

Для этого (см. предыдущий параграф) достаточно выбрать 
i^knj^k так, чтобы одновременно выполнялись неравенства 

j _ i0l + т ( 2 / 1) < - % ( « * ) Г * / 2 (4.2) 
и 

j - t f 2 + r W > S | 7 W | 4 / 2 , (4.3) 
где (4.2) эквивалентно (3.2), а (4.3) эквивалентно (3.3). Ясно, 
что для любых 6\ > $2 множество таких пар (i,j) счетно. За­
фиксируем одну из таких пар и обозначим ее как (i*,j*). 

Пусть pi — точка на полоске of, которая является неподвиж­
ной для отображения Т% = T\TQ : of -> of первого возвращения. 
Вообще, для каждого достаточно большого г в рассматриваемом 
случае таких точек ровно две. В классе диффеоморфизмов на Н 
они обе грубые седловые. Пусть pi — одна из них. 

1;Т.е. пересекающую П+ ровно в двух точках. 
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(а) 0=0, 

Рис. 15. 

(Ъ) е=е2 

Рис. 16. 

Обозначим через W? связную компоненту множества W${pi)f\ 
of , содержалдую точку р^ Покажем, что для любого достаточ­
но большого г кривая W* имеет вид отрезка, пересекающего 
горизонтально полоску of (и .асимптотически близкого к пря­
мой у = 7"*У") (Рис- Щ - Обозначим также через Щк связную 
компоненту множества Wu(pi) П (Т\(а/), содержащую точку р$. 
Как мы покажем, WJ1 имеет вид отрезка параболы (с уравнени­
ем типа у = сх+Х{ + db~~2(x - ж4")2 + ...), пересекающего подкову 
Т\(сг}) по всей ее длине (рис. 16). 

При v = г/2) поскольку при г = г* и j = j * выполнено не-
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(а) е=е, (b) G2<8<9. 

Рис. 17. 

равенство (4.3), имеем W$ П W?* = 0, так как подкова Ti(a}*) 
и полоска сг̂ * не пересекаются (рис. 17(a)). С другой стороны, 
при v --= щ кривые W^t и W?* пересекаются ровно в двух точ­
ках, так как подкова Ti(cr}*) и полоска а®* пересекаются пра­
вильно (при г = г* и j = j * ш в = в\ выполнено неравенство 
(4.2)). Таким образом, получаем, что при непрерывном изме­
нении значения параметра и найдется такое v* € {y\,v<i)}

 ч то 
f(v*) имеет негрубую гетероклиническую траекторию, в точ­
ках которой касаются неустойчивое многообразие точки р** и 
устойчивое многообразие точки pj*. Так как пересечение подко­
вы Ii(<7J*) с полоской of* всегда правильное (поскольку j * > i*), 
то это влечет, что всегда существует грубая гетероклиническая 

"траектория, лежащая в пересечении устойчивого многообразия 
точки pi* и неустойчивого многообразия точки j>j* (в частности, 
всегда трансверсально пересекаются кривые Wfi и W-+). Таким 
образом, диффеоморфизм f(v*) имеет негрубый гетероклиничес-
кий контур, содержащий однообходные периодические траекто­
рии, пересекающие П + в точках p.i* и pj* соответственно, и две 
гетероклинические траектории, одна из которых негрубая (рис-
17(b)). Этот контур является простейшим в том смысле, что 
имеют касание уже кривые W-t С Wu(pi*) и W?* С W3(pj*). Ге­
тероклинические контура такого типа мы будем обозначать как 
Cij. 

Ясно, что сколь угодно малым (гладким) возмущением кон­
тура d*j* можно получить гомоклинические касания устойчи­
вых и неустойчивых многообразий либо точки р**, либо точки 
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(а) 

Рис. 18. 

(b) 

Pj*. Простейшее касание такого типа, которое может быть, к 
тому же, непосредственно вычислено (см. ниже), есть гомокли-
ническое касание кривой Wfi С Wu(pi*) и одной из компонент 
связности множества Ws(pi*)Pl<Tj*, которые определяются следу­
ющим образом. Так как подкова Ti(<rj*) пересекает правильно 
полоску а.?*, то пересечение Ti(a]*)nW".f* состоит из двух отрез­
ков 1\* и if* (рис 18). Их прообразы относительно отображения 
Т^*Т^г : of. -> а®* есть горизонтальные кривые W?}^ и ^ i* j* 
на полоске <т!?* (рис. 17), которые являются кусками многообра­
зия Ws(pi»). Моменты соответствующих гомоклинических касаг 
ний изображены на рис. 18(a) и 18(b). 

Для завершения доказательства теоремы, в случае 7 > О, А > 
О, с > 0,d > 0, осталось провести соответствующие вычисления 
(для кривых W/, W?S W$. и Щ*). 

Заметим, что в > 1, поскольку |А*у| < 1. Так как j * и г* до­
статочно велики, то из (4.3) вытекает j * > г*. Отсюда видно, 
что пары (i*,i*) и (j*,i*) всегда правильны — они удовлетво­
ряют неравенству (3.2), в котором нужно положить j = г = г* в 
первом случае и j = г* и г = j * — во втором. 

Чтобы найти уравнения кривых W*+ и W-t, воспользуемся 
представлением отображения Т{ = TiT% на полоске of* в форме 
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(3.7) (в которой надо положить j = г = г*). Из этой формулы 
немедленно определяются координаты точки р$*: 

х = х+ + 0 ( | 7 | - Г / 2 ) , 2/ = 7-**»" + 0( | 7 | - 3 i * / 2 ) , 
так как "перекрестные" координаты (х*,у1) и собственные ко­
ординаты (ж, у) на полоске of связаны формулой (см. (2.2) и 
(2.3)) 

- = ж', у = 7 " У + 1~%{х', у), (4.4) 
где T̂ i *-"> 0 при j —> +оо, вместе со своими производными до 
порядка (г — 1) (кроме, может быть, (г — 1)-ой производной по 
параметру и), и также ||7ft||cr-2 = 0(|тГ*)-

Как отмечалось в предыдущем параграфе, Wf является го­
ризонтальной кривой в координатах (а/, у') (т.е. кривой вида 
у' = у~ + <£>(x

/)i г д е функция <р определена при всех |ж — х+1 -С pj, 
и М ^ Р&> I ^ H < 1? здесь р^ = С\^\^к^2 — размер окрестностей 
И^). По определению устойчивого многообразия 

и из формулы (3.7) немедленно следует, что T^WfOa^ задается 
уравнением 

У = Г'у- + 0(ЬГ^2), (4.5) 
т.е. в данных координатах — это кривая, отклоняющаяся от 
прямой у1 = 7~г2/~~ н е больше, чем на расстояние порядка 
0(|7|~3 г/2)- вместе со всеми производными.1) 

По свойству седловых отображений каждая из двух компо­
нент прообраза TZlW** = Т§° (T^Wf*) также является гори­
зонтальной кривой (в перекрестных координатах (а/, $/')). На­
помним, что пара (j*,i*) — правильная и соответственно ото­
бражение Tj* — седловое на множестве T~*l(Ticr}-* Пег?*). Эти 
компоненты мы обозначаем как W*}j* и W$j*. Отображение fj* 
задается формулой (3.7), в которой нужно положить г = j * и 
j = i*. При этом (напомним, что j * > i* и, следовательно, 
М""1* » |Ар*) прообраз кривой (4.5) под действием Tj* также 
задается уравнением вида (4.5), но уже в координатах (о/,?/), 
которые "привязаны" к полоске а®* с помощью формулы (4.4) 

^До порядка (г - 1) (кроме, может быть, (г — 1)-ой производной по 
параметру i/, которой может не существовать, поскольку мы приводим 
систему к виду (2.1) — см. подробнее в [29]). 
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с i = j * . Соответственно (см.(4.5)) кривые W£j» и Щ^* имеют 
вид 

У = 7 _ Г У~ + Ь\~ГРа(х, и), (4.6) 

где о: = 1,2, и (см. (2.3)) 

Iballc-- = 0(1тГ* / 2 ) и ^~Г^0 п р и г * , / - + + о о . (4.7) 

Обозначим через W? связную компоненту неустойчивого мно­
гообразия Wu(pi) Plof, содержащую точку р{. Поскольку щ — 
неподвижная точка седлового отображения, то Wf является вер­
тикальной кривой вида х1 '== х+ + ф(у,)1 где |^ | -^ р-. и \-%рФ\ < 1-
Так как 

то из формулы (3.7) (в которой надо положить i = j ) немедленно 
следует, что W™ задается уравнением 

х' = ж+ + 0( |7Г / 2) . 
Теперь, по формуле (2.2) (куда надо подставить к = г, уд- = У* = 
у,жо = ж ' , ^ = ж) образ IQWT* В <Т* имеет вид 

z.= A-x+ + |A|Vi/,i/), (4.8) 

где (см. (2.3)) 

1Mb--- = 0 ( | 7 Г / 2 ) и ^ = Т - > 0 п р и г - ^ + о о . (4.9) 

По формуле (2.5) образ Т Щ W£ в П+ имеет вид 

d 
ф\*~*.) -гиуул-ъ ; j-r (4*10) у = сх+)? + £(х - х + ) 2 + о{(х - а:+)3)+ 

т.е. эта кривая (мы обозначаем ее W-i) близка к центральной 
линии подковы -Ti<?l* (рис. 16). 

Мы выбрали г* и j * так, что подкова Tier}* не пересекает по­
лоску а®* при v = 1/2 (рис. 15(b)), но пересекает ее правильно 
при v = |/х (рис. 15(a)). Таким образом, кусок неустойчивого 
многообразия WJS точки р** не пересекает кусок W*h* устойчи­
вого многообразия этой же точки при v = /v2 и пересекает его 
трансверсально в двух точках при z/ ----- щ. Следовательно, при 
каком-то v между vx и г/2 кривые W£ и W"/*̂ 2 должны касаться. 
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Из сравнения производных от правых частей (4.10) и (4.6) по 
х видно, что касание кривых W$ и l*'2(i*) должно происходить 
в точке с координатой 

х = х+ + 0(\Xf + |7Г (Г+Г /2 )). 
Разница между ^/-координатами соответствующих точек на кри­
вых W$ и Wfifi равна 

А*;* = ГГУ~~ - сх+А** + hr*/20(\\f + |7Г*)• (4.П) 
Из (4.2), (4.3) видно, что эта величина меняет знак при измене­
нии Р от г/\ до У2- По построению, значение 2/, при котором Dpj* 
зануляется, отвечает касанию кривых Wft и Wimj*, и поскольку 
это куски устойчивого и неустойчивого многообразий седловой 
периодической точки р^, то мы имеем искомое гомоклиническое 
касание. Так как вторая производная от правой части (4.10) от­
делена от нуля и вторая производная от правой части (4.6) мала, 
то полученное касание квадратично. Из (4.1) следует, что при 
достаточно большом г* производная J^A*j* отлична от нуля 
при Di*j* = 0. Это означает, что семейство fv трансверсаль-
но на Н к бифуркационной поверхности систем (коразмерности 
один на Я) , имеющим две негрубые гомоклинические траекто­
рии: одна из них Г, а другая отвечает гомоклиническим касани­
ям, близким к построенному (т.е. касанию кусков W-i и W£y* 
многообразий точки, близкой р**). 

Осталось рассмотреть случаи с отрицательными А или 7- В 
случаях, отвечающих 6,7 и 9 столбцам таблицы 1, доказатель­
ство совершенно аналогично, если брать соответствующие i*J* 
четными. Также в этих случаях есть и негрубый контур Ci*j*. 

Случаи, отвечающие 8 и 10 столбцам таблицы (А > 0,7 < 
0,d > 0,с < 0 и А < 0,7 < 0,<i > 0,с < 0 соответственно), 
несколько отличаются от рассмотренного выше: здесь ъ* четное, 
j * нечетное и нет неподвижной точки pj* , так как Ti(<Tj*)r\(Tj+ --= 
0 (рис. 19). Таким образом, негрубого контура Ci*j* здесь нет, 
но гомоклинические касания кривых W'-t и W**j*, по-прежнему, 
есть (рис. 19) и доказательство их существования такое же, как 
выше.1) Это завершает доказательство теоремы. 

Замечание. Согласно теореме 1, из трансверсальности на Н 
семейства f„ и бифуркационных поверхностей, отвечающих по-

^ Отметим также, что в этих двух случаях доказательство соответ­
ствующих утверждений для / не получается автоматически переходом к 
/2 . 
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(a) (b) 

Рис. 19. 

строенным гомоклиническим касаниям, следует, что в семействе 
/i/ плотны значения УЛ отвечающие гомоклиническим касаниям 
третьего класса. 

Подчеркнем еще раз, что построенные вторичные гомоклини-
ческие касания с необходимостью возникают в любом семействе 
систем на Я, в котором в меняется монотонно. Величина в зави­
сит только от значений мультипликаторов в точке О, поэтому 
новые гомоклинические касания могут быть получены малым 
возмущением системы, локализованным в сколь угодно малой 
окрестности точки О. 

Теорема 4. На пленке Н} образованной системами с гомо­
клиническим касанием третьего класса, плотны системы, име­
ющие бесконечно много седловых периодических траекторий, 
каждая из которых имеет негрубую гомоклиническую траек­
торию третьего класса. 

Доказательство. Для получения новых гомоклинический ка­
саний мы будем использовать малые возмущения, не выводящие 
из Я и локализованные в сколь угодно малой окрестности точки 
О. Эти возмущения будут найдены конструктивно. 

Именно, возьмем произвольное 8 > О и пусть 8Ш — последо­
вательность положительных чисел таких, что 

оо 

£ 5™ < 6. (4.12) 
7 7 1 = 1 

Для произвольной системы /о на Я построим систему /*, 8-
близкую к /о в Сг-топологии и имеющую бесконечно много го» 
моклинических касаний. Будем возмущать /Ь локально, в ма­
лой окрестности точки О, поэтому глобальное отображение Т\ 
не меняется, и мы будем следить только за отображением Го. 
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Мы не будем здесь приводить отображение Го к виду (2.1), 
чтобы не терять гладкости. Вместо этого распрямим локальные 
устойчивое и неустойчивое многообразия точки О (это может 
быть сделано Сг-гладкой заменой координат), так что отобра­
жение Го примет вид 

х = Xx + h(x,y), у = уу + д(х,у), (4.13) 

где /i(0, у) = О и д(х, 0) = 0. Выберем /* так, чтобы отображение 
Го приняло вид 

х = Хх + h(x,y)} 
оо 

У = (7 + 5Z umSmX(^ • (ж, у)))у + д(х, у), (4.14) 
т==1 

где положительные величины кш и vm подлежат определению. 
Во всяком случае, мы будем требовать, чтобы ряд в (4.14) схо­
дился; а х(') — С°°-гладкая функция на плоскости, положитель­
ная в единичном круге и тождественно равная нулю вне его, при 
этом ||х||сг ^ 1 (существование таких функций — стандарт­
ный факт). Выберем кт достаточно малыми и vm £ [0-«J^]- так 
что данное возмущение будет локализовано в малой окрестности 
точки О, и его Сг-норма будет меньше заданного 8. Конкрет­
но, возмущение локализовано в окрестности размера swpm^l кт. 
Кроме того, за счет (4.12) и выбора малых ит мы добиваемся 
и равномерной Сг-сходимости ряда в (4.14). Так как мы не хо­
тим менять отображение Т\, действующее из малой окрестности 
гомоклинической точки М~ в малую окрестность гомоклиничес-
кой точки М + , то должны потребовать 

sup кт < do = min(x+, у"). (4.15) 

Позиция локальных устойчивого и неустойчивого многообразий 
точки О не изменяется при данном возмущении (они остаются 
прямыми), поэтому исходное гомоклиническое касание Ti{W^cD 
П+) с Wfcc не исчезает (напомним, что отображение Т\ не из­
меняется). 

Система /* служит пределом для последовательности систем 
JM с одним и тем же отображением Т\ и с отображением Го 

х = Хх + Ых.у), 
м -1 ( 4 Л 6 ) 

У = (7 + E m = l »т8тпХ(к>т * (Х,У)))У + 9fay). 
Выберем величины vm и кт последовательно, так чтобы для 
каждого М ^ 1 система JM имела М седловых периодических 
траекторий с гомоклиническими касаниями третьего класса (в 
дополнение к LQ И ГО). ЭТИ траектории отделены от точки О, 
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поэтому любое возмущение системы, локализованное в некото­
рой малой окрестности точки О, не расщепляет эти касания. 
Обозначим размер этой окрестности через им и потребуем, что­
бы 

sup nm <йм- (4.17) 
т>М 

Это означает, что разница между / м и всеми последующими 
системами /м+ь /м+г* • • •» включая /*, локализована в окрест­
ности точки О размера им* Следовательно, М гомоклинических 
касаний в системе / м не исчезают при переходе к последующим 
системам /м+1> /м+2> г • • Таким образом, предельная система /* 
будет иметь бесконечно много гомоклинических касаний, что и 
требовалось. 

Условия (4.15) и (4.17) дают индуктивное правило для опре­
деления подходящих величин кт (масштабы, на которых лока­
лизованы наши последовательные возмущения). Чтобы опреде­
лить величины ит (размеры возмущений), будем действовать 
по индукции. Предположим, что для некоторого М ^ 1 все ве­
личины УШУКШ с т < М — 1 уже определены. Выберем км < 
min(do,.. . , GJM-I) (т.е. так, чтобы удовлетворялись (4.15) и 
(4.17)) и рассмотрим однопараметрическое семейство систем / (^ ) , 
отличающихся от / м - i только в окрестности точки О размера 
км% такое что отображение То будет иметь вид 

х = Хх+ h(x,y)} 

У = (7 + Ет<М "т5тХ(Кт1 ' (*, У))+ (4.18) 

+V8MX{K~M ' (хгУ)))У + 9& у)\ 
здесь v меняется от 0 до кТ

м (где г — гладкость системы). 
При v = О эта система совпадает с системой / м - ь которая 

имеет М— 1 вторичных гомоклинических касаний третьего клас­
са по предположению индукции. Так как разница между этой 
системой и /м—i при всех v локализована в окрестности точки 
О достаточно малого размера км, то эти гомоклинические ка­
сания сохраняются при всех v и лежат на конечном расстоянии 
от О. При этом значения величины в непрерывно меняются при 
изменении v\ 

ln(7 + {у8М + J2m<M Vm8m)x{0)) ' 
На основании теоремы 3 получаем, что сколь угодно близко к 
v = О имеются значения z/, при которых система имеет еще 
одно гомоклиническое касание третьего класса в произвольной 
близости от исходной гомоклинической траектории IV Выби­
рая такое достаточно малое и в качестве искомого км, получа­
ем систему / м , имеющую уже М вторичных гомоклинических 
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касаний третьего класса. Продолжая это построение до беско­
нечности, мы получаем требуюмую систему '/*., которая лежит 
в Я и является Сг-гладкой по построению. Теорема доказана. 

§ 5. Гомоклинические касания произвольно высокого 
порядка 

В данном параграфе мы показываем, что малым возмущени­
ем бесконечной цепочки сосуществующих гомоклинических ка­
саний, построенной в теореме 4, можно получить гомоклини­
ческие касания произвольно высоких порядков. Именно, имеет 
место следующий результат. 

Теорема 5. Системы с гомоклиническими касаниями любо­
го порядка плотны в множестве систем с гомоклиническими 
касаниями третьего класса. 

Доказательство . Мы покажем, что для любой системы /о -
Сг с квадратичным гомоклиническим касанием третьего класса, 
для любого 8 > 0 и любого п найдется не расщепляющее исход­
ное касание возмущение с Сг-нормой, не больше 5, такое, что 
возмущенная система будет иметь траекторию гомоклиническо-
го касания порядка п. Удобно с самого начала предполагать, 
что /о - С°° (поскольку мы можем всегда повысить гладкость 
/о сколь угодно малым Сг-возмущением, не расщепляя исходно­
го гомоклинического касания). 

Согласно теореме 4, в любой окрестности /о в Сг-топологии 
на бифуркационной пленке Н имеется система /* такая, что 
для некоторой бесконечной последовательности индексов %\ < 
%2 < . . . седловые неподвижные точки pim € afm отображения 
Tim для системы /* имеют каждая негрубую гомоклиническую 
траекторию квадратичного касания. При этом если j < О или 
А < 0, то все гт четные (см. доказательство теоремы 3). 

Заметим, что, поскольку IA7I < 1, из леммы 1 вытекает, что 
для любого достаточно большого г подкова Tier] пересекается 
с полоской af+1 правильно, если 7 > О, А > 0. Если 7 и л и ^ 
отрицательны, то во всяком случае для четных г подкова Т\а} 
пересекает правильно полоску -jf+2- В любом случае для лю­
бого m существует конечная возрастающая последовательность 
индексов гш = imo?^mb • •'• ^ml -= ^m+i такая, что последователь­
ность ( . . . i m ^ m ^ m b - - ) W ~ b W b W i - - 0 (асимптотическая 
к периодическим с обеих сторон) правильна* 

Это означает, что мы имеем следующую картину (рис. 20(a)): 
неустойчивое многообразие Wu(pim) трансверсально пересека­
ет устойчивое многообразие Ws{piml), неустойчивое многообра­
зие Wu(piml) трансверсально пересекает устойчивое многообра­
зие Ws(pim2),..., неустойчивое многообразие Wu(piml_l) транс-
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Рис. 20. 

версально пересекает устойчивое многообразие W^5(pim+1) и так 
для любого га. По теореме 2 для любого т существует траек­
тория (с кодировкой 

(.. . Irn-i^mj^Tnlt • • • j^mJ—l5^m+l.Дга+1 * * * )) 
трансверсального пересечения многообразий Wu(pim) и 

Отсюда в силу А-леммы следует, что к устойчивому многооб­
разию Ws(pim) накапливаются куски устойчивого многообразия 
Ws(pim+l). Поэтому сколь угодно малым Сг-гладким возмуще­
нием системы, локализованным в сколь угодно малой окрест­
ности точки pfm, квадратичное гомоклиническое касание мно­
гообразий Wu(pirn) и Ws(pim) можно расщепить таким обра­
зом, чтобы вблизи него образовалось квадратичное гетерокли-
ническое касание многообразий Wu(j>im) и Ws(pim+l)}^ Посколь­
ку эти новые возмущения локализованы в сколь угодно малых 
окрестностях точек р ; т 5 то каждое из них не расщепляет другие 
гомоклинические или гетероклинические касания. Таким обра­
зом, мы можем последовательно модифицировать отображение 
/* так, чтобы полученная в пределе система была по йрежне-
му Сг-близка к /о и при этом Wu(pil)r касалось квадратично 
Ws(pi2) по некоторой гетероклинической траектории Fixi2, ..., 
Wu(pim) касалось квадратично Ws(pim+l) по некоторой гетеро-

х)Для всех типов квадратичных гомоклинических касаний третьего 
класса, кроме случаев 8 и 10 таблицы 1, здесь можно рассматривать 
непосредственно негрубый гетероклинический контур типа Cim jm + 1 (см. 
предыдущий параграф). 
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клинической траектории rim im + 1 , и так далее до бесконечности 
(рис 20(b)). 

Заметим, что так как |А*у| < 1 и гт > i\ при т > 1 (и, 
кроме того, все im четные при отрицательных 7 или Л), то пара 
(im , i i) всегда правильная, т.е. по теореме 2 всегда существует 
траектория трансверсального пересечения Wu(pim) и Ws(pn)-

Теперь утверждение теоремы вытекает из следующей леммы. 

Лемма 2. Пусть Li,I/2,Z/3 — седловые периодические тра­
ектории некоторой С°°~гладкой системы д. Пусть WU(L\) и 
WS(L2) имеют касание порядка п — 1 по некоторой гетерокли-
нической траектории Г12, a WU{L2) и Ws(Ls) имеют квадра­
тичное касание по некоторой гетероклинической траектории 
Г23. Тогда существует сколь угодно малое {в СТ-топологии, 
для произвольного г) возмущение, локализованное в сколь угод­
но малой окрестности некоторых гетероклинических точек 
траекторий Г|2 и Ггз- такое что у нового диффеоморфизма 
g многообразия Wu(Li) и Ws(Ls) будут иметь касание поряд­
ка п в точках некоторой гетер оклинической траектории Г13. 

Именно, применяя лемму 2 к контуру Рг1,Гг1»2,Рг2,Гг2г3,Рг3 
(рис. 20(b)), из цепочки гетероклинических касаний, построен­
ных выше, получаем, что малым возмущением, локализованным 
в окрестностях траекторий Г ^ и Г*^, можно построить ге-
тероклиническую траекторию Г.^? отвечающую касанию по­
рядка 2 (т.е. кубическому) между многообразиями Wu(jpix) и 
Ws(pi3). Остальные гетероклинические касания не расщепляют­
ся при таком возмущении и, применяя лемму теперь к конту­
ру Ргх^г^з^гз-Ггзгд-Рц? м ы получаем гетероклиническую тра­
екторию Tiji41 отвечающую касанию порядка 3 между много­
образиями Wu{pix) и Ws(pi4), и так далее, пока не получим 
гетероклиническое касание порядка п между многообразиями 
Wu(pix) и Ws(pin+l). Так как Wu(pin+l) всегда имеет траекто­
рию трансверсального пересечения с \У8{р{г), то в силу Л-леммы 
к устойчивому многообразию Ws(pin+l) накапливаются куски 
устойчивого многообразия Ws(pil). Следовательно, еще одним 
произвольно малым возмущением можно расщепить гетерокли­
ническое касание порядка п между многообразиями W4^^) и 
W5(pin+1) так, чтобы получить требуемое гомоклиническое ка­
сание порядка п (между многообразиями Ши(ргг) и Wa{p%x)). 

Для завершения доказательства теоремы осталось доказать 
лемму 2. 

Пусть (?2 — точка на периодической траектории Z^ и пусть 
соответствующее локальное отображение То приведено к виду 
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(см. (2.1)) 
& = \2х + h2(xiy)x2y1 у-=72У + У2(я,у)ху2, (5.1) 

где Л2 и 72 — мультипликаторы L2 такие, что 0 < \\2\ < 1 < 
|72|- Таким образом, точка 02 совпадает с началом координат, 
W(QC{02), имеет уравнение у == 0, a Wfoc(02) — уравнение х = 0. 
Выберем вблизи 02 две гетероклинические точки: М^ж^.О), 
принадлежащую траектории Г12, и М^"(0,у^"), принадлежащую 
траектории Г23 (рис. 21). 

Поскольку Г12 отвечает касанию порядка (п— 1), то уравне­
ние отрезка 1и неустойчивого многообразия траектории L\ вбли­
зи точки М2 имеет вид 

y=.di(a:-4) n + o[(a:-4)n]-
В свою очередь, уравнение отрезка 13 устойчивого многообразия 
траектории L$ вблизи точки Mf можно записать в виде 

х = d2(y - уъ)2 + о[{у - у2)2}. 
Ненулевые коэффициенты d\ и d2 в этих формулах можно всегда 
сделать равными единице линейной заменой координат, и ниже 
мы будем предполагать, что это выполнено. 

Возмутим систему д так, что уравнение кривой 1и примет 
вид 

у = so + £1 (х - х$) + ... + еп~2{х - х$)п~-2+ /к м 

а уравнение кривой 1$ — вид 

х = до + Mi (У - Ifc") +'•(» - У2*)2 + °[(У ~ J/2-)2]* (5-3) 
Здесь ео5 ••-j^n-2-^n-i и Mo-Mi — независимые малые парамет­
ры, которые подлежат определению. Очевидно, что соответству­
ющее возмущение можно локализовать в окрестности двух ге~ 
тероклинических точек (одной на траектории Г12 и одной на 
траектории Ггз)-

Покажем, что для достаточно большого к параметры во,..., 
en-i и Mo?Mi можно выбрать так, что кривые Т$ ls и 1и (рис 
22) имеют касание порядка п вблизи точки М2 •> причем при 
к —> +оо соответствующие значения параметров £о>----£п-1 и 
Mo>Mi стремятся к нулю. Для определенности, в случае А2 < О 
возьмем к четным, так что всегда Х2 > 0. 

Согласно (2.2), кривая Т^к1$ имеет вид 

А ^ + Л$&(х,у) = до + Mi (У - У2) + (У - У2? +.о[(у - у2 )2], 
У = ЪкУ + Ък/Пк{х,у), (5.4) 
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где у — параметр, пробегающий значения вблизи у = j/J; функ­
ции ffc и % стремятся к нулю при к -» +оо вместе со всеми 
производными. 

Введем новые переменные и = х — £2", w = у — у^. Тогда 
уравнения кривых (5.2) и (5.4) записываются в виде 

у = €0 + eiu + ... + en-iun~l +un + o{un) (5.5) 
и 

А*- + A||fc(", ш) = До + Дхгу + м2 + o(w2), . 
-к - -к -к / .+. ' - ч V5 '") 

У ~ 7 2 У2 =72 ™ + Ъ Vk{u + xJ,w^y2)} 

где До = МО ~ Л§(а£ + ЫЖ2~>У2~))> Ai = Mi - Af jp&f r^yJ ) И 

функция £& тождественно зануляется при и = 0 (мы просто пе­
ренесли Arjfj^xJ-y^ +гу) в правую часть уравнения). 

Сделаем теперь замену переменной у — 72~ Уг" "~ Ъ Vk{u + 
Х2>У2) = ^ после которой второе уравнение в (5.6) примет вид 

где щ{и,гп) тождественно зануляется при w = 0. Уравнение 
(5.5) кривой 1и перепишется в виде 

v = ё0 + ёхи + ... + вп-гп71"1 + ип + о{ип), (5.8) 
где модифицированные параметры ij отличаются от исходных 
параметров Sj на величины, стремящиеся к нулю при к —-> +оо. 

Зафиксируем выбор fix и £ п - ъ потребовав, чтобы jii = 0 и 
en_i = 0. Также отнормируем координаты следующим образом: 
заменим в формулах (5.6)-(5.8) 

и^акЩ • -t; н> a]Jv, w^wy-X^afa (5.9) 
где малый сомножитель а дается формулой 

a2»-i = _ л * 7 - 2 * . (5.Ю) 

В новых координатах уравнение (5.6), (5.7) для кривой Т0"~ is 
перепишется как 

и=: A-w2 +pki(v)> v = w + pk2(w)> 
где функции Pki,Pk2 стремятся к нулю при к -> +оо вместе 
со своими производными, так что это уравнение может быть 
переписано в явном виде 

u^A-~v2+pk(v), (5.11) 
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Рис. 21. 

где pk стремится к нулю при к —У -foo вместе со своими произ­
водными; А — это отмасштабированный параметр До: 

Д = 
ак\к' 

Уравнение (5.5) кривой 1и примет вид 

v = Е0 + Ех и + ... + Еп_2_п"2 + ип + ^ ( и ) , 
где qk стремится к нулю при к —> +оо вместе со своими произ­
водными и 

(5.12) 

(5.13) 

£,-
s, = - b , i = o,...,n-2. 

а-. 
(5.14) 

Мы покажем, что при любом достаточно большом к кри­
вые (5.11) и (5.13) имеют касание порядка п в ограниченной 
области значений и и v при ограниченных значениях парамет­
ров А, 1?о,. - •, Еп-2- Возвращаясь к неотмасштабированным пе­
ременным u,v (формула (5.9)) и параметрам До,^ (см. (5.12), 
(5.14)), получаем, что касание n-го порядка между кривыми 
TQ18 И 1и имеет место при малых (стремящихся к нулю при 
& _), +оо) значениях и, г;,Д,£, т.е. в малой окрестности точки 
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М} и при малых значениях параметров возмущения д, е, что и 
требовалось. 

Таким образом, задача свелась к вопросу о касании кривых 
(5.11) и (5.13). По существу, в основе нашего рассмотрения ле­
жит следующая сравнительно несложная алгебраическая задача: 

Пусть на плоскости („, г;) даны две параболы 

п-2 
и = Д - Л и = ^ Ejuj + гЛ (5.15) 

одна второй степени, а другая — п~ой. Требуется доказать, 
что существуют такие значения параметров, при которых 
параболы имеют касание п-го порядка. 

Формально мы, тем не менее, не будем сводить задачу к во­
просу о касании полиномиальных кривых (5.15), а будем непо­
средственно учитывать малые добавки pk и qk в (5.11) и (5.13). 
Заметим, что мы решали подобную задачу в [20], но для полно­
ты изложения проведем подробное рассмотрение также и здесь. 

Обозначим 

п-2 
Q(u) = Y^EJuJ +иП- (516) 

Условие касания п-ro порядка кривых (5.11) и (5.13) в некоторой 
точке (_*,г>*) записывается в виде 

г** = Д-<Э2(гг*) + . . . , 
l = -2Q(u*)Q ,(ti*)+ ...., 

o = - Q W M - - ( Q V ) ) 2 + -..) 
*" ,-—1 С5-17) 

.--§«•>+.... 
где (?]_! — биномиальные коэффициенты, а многоточия (здесь 
и ниже) обозначают члены, стремящиеся к нулю при к -> -foo 
вместе со своими производными. Из (5.17) немедленно следует, 
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(5.18) 

что Q(u*) должно быть отлично от нуля, и 

QW(ti*) = -anQCti*)-^- 1 ) + . . . , 

где (jj — некоторые константы, <TI = 1/2, <X2 = 1/4 и 

i - i 

i=l 
Из этой формулы видно, что все <jj положительны; для нас важ­
но, что ап ф О.1) 

Так как Q(u) — многочлен, то имеем 

Q(u) = Q(u*) + Q'(u*){u - u*) + ... + ^ p ( 0 ( t * - <On (5.19) 

Так как у полинома Q коэффициент перед ип должен быть равен 
1, а коэффициент перед и71"1 должен быть равен 0, то из (5.19) 
вытекает, что 

Q(n)(ti*) = n! (5.20) 

Q(n-1)(n*)=u*Q(n )(u*). (5.21) 

Из последнего уравнения в (5Л8) и первого уравнения в (5.21) 
находим 

Q(u*) = - ( - - ^ n - 1 ) + . . . , 

и так как ап Ф 0, то получаем, что Q(u*) отделено от нуля при 
к —> +оо. Теперь из (5.18) находятся значения всех остальных 

^ Коэффициенты Oj можно вычислить в явном виде: заметим, что для 
функции Q(u) = \ / А — - соотношения (5.17) выполнены тождественно при 
любом „*, поэтому QW(U) = —<jjQ~^2:7""1V(_) при любом и (см. (5.18)). 
Дифференциируя это тождество, имеем 

Q U + I ) ( U ) = a.{2j _ i)Q-W){u)Q>(u) = _ « , , ( ф - l ) /2)Q-^'+ 1> , 

откуда o-j+i =s -^--<Tj и 
•'• (2j - 3) • (2j - 5 ) - 3 • 1 

• . . ^ = — a* " • 
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м;| 

Рис. 22. 

производных Q^(tx*), а из предпоследнего уравнения в (5.18) и 
из (5.21) вычисляется координата и*: 

и = 2га -О) 
2/(2п-1) 

+ . 
Из первого уравнения в (5.17) находится коэффициент А: 

Д = 2п + 1 
2тГ КЗ) 

2/(2п-1) 

+ . 
а коэффициенты £ j определяются из (5.19). (Например, в случае 
п = 2, имеем: А = 3/4 + . . . , Е0 = - 3 / 4 + . . . , и* == 1/2 4- .. -. 
Соответственно получаем, что параболы и = 3/4 — v2 и v = 
—3/4 + ii2 имеют кубическое касание в точке v = —1/2 , и = 1/2 
(рис. 23).) 

Так как полученные значения Ej, А, и* и г?* = Q(u*) + ... 
имеют конечные пределы при к -» +оо, то они остаются огра­
ниченными при всех достаточно больших fe, что и требовалось. 
Лемма доказана. 
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v=-0.75+u2 

v 

u=0.75-v- % \ 

Рис 23. 

Заметим, что если для некоторой седловой периодической 
траектории ее устойчивое и неустойчивое многообразия име­
ют гомоклиническое касание порядка ^ г, то малым шевеле­
нием системы в Сг-топологии всегда можно добиться, чтобы 
устойчивое и неустойчивое многообразия совпадали на некото­
ром интервале, т.е. получить континуум (однопараметрическое 
семейство) негрубых гомоклинических траекторий (назовем та­
кие семейства гомоклиническими лентами). Таким образом, из 
теоремы 5 следует 

Утверждение 1. В множестве систем с гомоклинически­
ми касаниями третьего класса плотны системы с гомоклини­
ческими лептами. 

Заметим также, что по теореме 4 мы можем сначала возму­
тить исходную систему третьего класса так, чтобы она имела 
счетное множество касаний третьего класса, а потом применить 
конструкцию теоремы 5 вблизи каждого из этих касаний — мы 
можем делать это независимо, поскольку возмущение, постро­
енное в теореме 5, локализовано в малой окрестности отдельно 
взятой гомоклинической траектории. Таким образом, мы можем 

h U 
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формально усилить теорему 5 следующим образом:-
Утверждение 2. В множестве систем с гомоклинически­

ми касаниями третьего класса плотны системы, каждая из 
которых имеет бесконечно много гомоклинических касаний 
каждого порядка п = 1,... ,оо ; включая бесконечно много от­
дельных гомоклинических лент. 

§ 6- Периодические траектории высоких порядков 
вырождения 

В этом параграфе мы, в частности, будем иметь дело с вы­
рожденными периодическими траекториями. Будем придержи­
ваться следующего определения. 

Определение 1. Пусть некоторая Сг~гладкая система g име­
ет периодическую траекторию L, у которой один из мультипли­
каторов v равен ±1 , а второй мультипликатор отличен от еди­
ницы по модулю. При этом ограничение отображения первого 
возвращения (отображения Пуанкаре) вблизи L на одномерное 
центральное многообразие записывается либо в следующем ви­
де: 

У = У + 1пУп + -.., если i/ = l, 

1/ = -2/ - 1пУ2п+Х + .»,. если v = - 1 , 
(где 1п ф О — п-я ляпуновская величина; 1 < п < г — 1 при v = 1 
и 1 < п ^ (г — 1)/2 при v — — 1), либо, если все ляпуновские 
величины равны нулю, в следующем виде: 

у = иу + о(уг). 
В первом случае будем говорить, что периодическая траектория 
имеет порядок вырождения п — 1, а в последнем, что периоди­
ческая траектория имеет бесконечный (неопределенный) поря­
док вырождения. 

Теорема 6. Системы с периодическими траекториями лю­
бого порядка вырождения (как cv = 1,так и си = —1) плотны 
в множестве систем с гомоклиническими касаниями третьего 
класса. 

Замечание. Отметим, что, как это вытекает из теоремы 
2, однообходные периодические траектории вблизи негрубой го-
моклинической траектории всегда являются грубыми седловы-
ми (пока мы не расщепляем касание). Двухобходные же могут 
быть негрубыми, при этом они имеют порядок вырождения еди­
ница и могут быть как с мультипликатором +1 , так и —1 [12], 
[23]. В случае трехобходных периодических траекторий могут 
встречаться вырождения более высоких порядков. Так, в [15] по­
казано, что в множестве систем с гомоклиническими касаниями 
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третьего класса плотны системы, имеющие негрубые трехобход-
ные периодические траектории порядка вырождения два. Такие 
периодические траектории неустранимым образом встречаются 
в двухпараметрических семействах, в частности, в семействах, 
где управляющими параметрами служат 9 и т. В основе иссле­
дования периодических траекторий с порядком вырождения два 
лежала геометрическая конструкция уже с тремя подковами, в 
отличие от конструкции с двумя подковами, которая была ис­
пользована при доказательстве теоремы 3. Если задействовать 
большее число полосок и подков, то, в принципе, можно полу­
чать периодические траектории и больших порядков вырожде­
ния, но прямое исследование неподвижных точек отображений 
за много обходов вдоль окрестности негрубой гомоклинической 
траектории слишком сложно. Поэтому здесь мы поступим по-
другому. Изучим бифуркации однообходных периодических тра­
екторий вблизи касаний высокого порядка, как установлено в те­
ореме 5. Такие касания могут быть получены малым возмуще­
нием вблизи любого квадратичного гомоклинического касания 
третьего класса, поэтому для доказательства теоремы 6 возь­
мем порядок гомоклинического касания настолько высоким, на­
сколько это требуется. 

Доказательство теоремы 6. Итак, рассмотрим систему / , 
которая имеет седловую периодическую траекторию с траекто­
рией гомоклинического касания некоторого порядка п. Как и 
при доказательстве теоремы 5, предположим, что / £ С°°. Ло­
кальное отображение Го, по-прежнему, может быть записано в 
виде (2.1). 

Глобальное отображение Т\ вблизи траектории гомоклини­
ческого касания порядка п записывается так: 

х - а?+ = ах'•+ Ь(у - у") + ..., , v 
у = cx + d ( y - y ~ ) n + 1 + ..., ^Л) 

где в первом уравнении многоточиями обозначены члены вто­
рого порядка и выше, а во втором уравнении — члены порядка 
о(\х\ + |у - г/Т*1) + 0(|*| • \у - у-|). 

В общем n-параметрическом семействе f£ систем, близких к 
/ (/о = / ) 5 параметры е = (-о»—?£n~i) можно ввести так, что 
глобальное отображение Т\ будет иметь следующий вид: 

х — ж+ = ах + Ь(у - у"") + ..., 
у = сх + е0 4- ei(у - у~) + ... + £n—i(y - у~)п~1+ (6.2) 

+d{y-y~)n+l + .... 

Локальное отображение Го теперь зависит от параметров, т.е. 
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формула (2.1) принимает вид 

х = Х(е)х + /i(x, у, е)х2у, у = 7(е)у + flr(x, у, ф у 2 . (6.3) 

Согласно (2.2), имеем для отображения Т$ : (жсьУо) »-> (%к>Ук) 
следующее представление (см. [11], [13]): 

хк = А(е)^х0 + A(e)*7(e)""fc&(«o»yjb,e), 
Уо = 1{е)~кУк + 1{£)~~2к'ПкЫ,Ук^), -СхЛ;м:йп,^,,1;';г " (6-4) 

где функции £& и % равномерно ограничены по к вместе со 
всеми производными. 

Рассмотрим теперь отображение Т)ь(е) = Т\Тк за один обход 
вдоль гомоклинической траектории. Оно определено на полоске 
<т%} и следующая лемма показывает, что оно близко к полино­
миальному одномерному отображению. 

Лемма 3 . С помощью линейного преобразования координат 
и параметров отображение 3 \ может быть приведено к виду1) 

X = y + 0(|A7 |fc + |7r f c / T l), 
Y = Eo + ExY + ... + En-iY»-1 + Г п + 1 + (6.5) 

+0(|А7|* + | 7 | - * / я ) , 

где область значений новых переменных X,Y и параметров 
Ео^..}Еп-х растет неограниченно с ростом к и покрывает 
в пределе все конечные значения. 

Доказательство. Используя (6.4) и (6.2), отображение Т& 
можно записать в следующем виде 

х - ж4" = а\к(х + ...) + Ь(у - jT) + ..., 
1~~к(у + 1~krik(x, У)) = с\к(х + ...)+ 

+~о + еЛУ - У") + - + £n-i(y - У~)п~1+ 
+d(y-y~)n+l + ^ 

-—1.1л- ( 6 - 6 ) 

Заметим, что координаты, которые мы используем на полоске 
O-Q, совпадают с координатами {х',у') § 3: ж' совпадает с исход­
ной координатой х) а у' = у*- — это у-координата &-ой итерации 
точки под действием отображения TQ. 

^Напомним, что |Л-у| < 17 поэтому 0(*)-членм в (6.5) стремятся к нулю 
при к -4 +оо. 
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Сдвигом начала координат: х - > х + х+
7 у -> у + у отобра­

жение (6.6) приводится к виду 

х^Ьу + 0(Хк) + 0(у2\ 
ТкУ + Ч~2кО{\у\) = (е0 - 7 ~ V + с\кх+ + ...)+ 

+€&+...+en-iyn-1 + dyn+l+ 
+0(t/^2) + Â O(|x| + H). 

Если теперь отнормировать координаты и параметры следую­
щим образом 

х = bd^nj-k/nX, у = « Г 1 / ^ - * / » ^ 

(е0 - 7~~ V + с\кх+ + ...) = <Г-/n7-fc(i+i/n)^э 

то отображение примет вид (6.5), что завершает доказательство 
леммы . 

По лемме 3 любые бифуркации, встречающиеся в отображе­
нии (6.5) при произвольных конечных значениях 1?о,. • •, En-i в 
конечной области (X, У), встречаются вблизи гомоклиническош 
касания порядка п. Так, это отображение имеет неподвижную 
точку с мультипликатором и = ± 1 при 

(Х,У) = 0 + . . . , #0 = 0 + . . . , J5i = i / + . . . , (6.7) 
где многоточия обозначают члены, стремящиеся к нулю при 
к—-> +оо. Центральное многообразие этой точки касается в ней 
собственного вектора матрицы линеаризации, отвечающего муль­
типликатору и, т.е. оно имеет вид X = v~lY + 0 (У 2 ) . Ограни­
чение отображения (6.5) на такое многообразие имеет вид 

7 1 - 1 

j=o 

и мы всегда можем выбрать 
: -ЕЬ = 0 + . . . , Ег = ±1 + . . . , £ , = 0 + . . . (2 < j < n - 1) 

так, чтобы получить неподвижную точку порядка вырождения 
п с мультипликатором и = 1 или неподвижную точку порядка 
вырождения [га/2] - 1 с мультипликатором v = — 1. В случае, 
когда га ^ г, соответствующая неподвижная точка будет иметь 
бесконечный (неопределенный) порядок вырождения: при значе­
ниях параметров (6.7) ограничение отображения (6.5) на цен­
тральное многообразие будет выглядеть как Y = vY + o(Yr). В 
силу 1еоремы 4, вытекает теорема 6. 

Ясно, что в случае неопределенного порядка вырождения пе­
риодической траектории можно так сколь угодно мало локально 
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Сг-гладко возмутить исходную систему, что ограничение ото­
бражения (6.5) на центральное многообразие в некоторой доста­
точно малой окрестности нуля будет выглядеть уже как Y = Y 
при i/ = 1 и Y = — Y при v = — 1. Тем самым, получаем конти­
нуум (однопараметрическое семейство) негрубых периодических 
точек. Назовем такие семейства периодическими лептами. Та­
ким образом, из теоремы 6 вытекает 

Утверждение 3. В множестве систем с гомоклинически-
ми касаниями третьего класса плотны системы с периодичес­
кими лентами. 

Отметим, что лемма 3 содержит больше информации, чем не­
обходимо для доказательства теоремы 6. Она показывает, что 
отображение первого возвращения вблизи гомоклинического ка­
сания порядка п близко (в подходящих координатах) к одномер­
ному полиномиальному отображению с произвольными конеч­
ными коэффициентами. Можно утверждать и большее: вбли­
зи квадратичного касания можно найти такое многообходное 
отображение Пункаре, которое (в некоторых перемасштаби-
рованпых координатах) Сг-близко к отображению X = Y , Y = 
Ф(У) с любой наперед заданной Сг-гладкой функцией Ф(У) (опре­
деленной на интервале [—1,1]). 

Этот результат основывается на исследовании отображений 
первого возвращения в окрестности гомоклинического касания, 
отвечающего локальному совпадению устойчивого и неустойчи­
вого многообразий седловой периодической траектории (соглас­
но утверждению 1, системы с такими касаниями плотны в Н). 
Пусть / — именно такой диффеоморфизм. Считаем, что / € С°° 
и что произведение мультипликаторов Л и 7 седловой перио­
дической траектории, которая имеет гомоклиническую ленту, 
меньше единицы по абсолютной величине. Отображение То для 
диффеоморфизма / задается формулой (2.1), а глобальное ото­
бражение Т\ вблизи гомоклинической ленты имеет вид 

х - х+ = ах + Ь{у - у") + 0[(\х\ + \у - гГ|)2], (Q g ) 
у = /?(х,у), к ' ' 

где 

/?(0,у) = 0 при | у - у - | < р (6.9) 

для некоторого достаточно малого р > 0. Отображение Т\ дей­
ствует из окрестности (размера р) некоторой гомоклинической 
точки М""(0,у~~) в окрестность гомоклинической точки М + (а?+,0) 
Возмутим теперь диффеоморфизм / специальным образом, имен-
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но положим, что отображение Т\ задается формулой 

f/ = ^(y)-x(s ,y) + /?(s,y), 
где х тождественно равна единице в окрестности точки М~~ 
размера р и равна тождественно нулю вне окрестности точки 
М размера 2р. Это соответствует тому, что мы рассматрива­
ем некоторое функциональное семейство /ф диффеоморфизмов, 
совпадающих с / всюду, кроме окрестности точки М~", а вбли­
зи точки М~ — задаваемых формулой (6.10). Ясно, что если р 
было выбрано достаточно малым, то отображение То останется 
таким же, как и для / . 

Пусть Хк — множество Сг-гладких функций, определенных 
на интервале [—1,1] и ограниченных в Сг-норме константой 
К > 0. Пусть Ф € Хк- Тогда мы зададим ф в (6.10) форму­
лой 

ф(у)^(рФ(У^У1) + у^-К (6.11) 
р 

Комбинируя формулу (2.2) для Г^ с (6.10), получаем, что ото­
бражение Т\Тк на полоске CTQ имеет следующий вид при \у -
у~\ < р (в тех же координатах, что и в лемме 3): 

х - х+ = а\к(х + ...) + Ь(у - у~) + 0(\у - у~\2), 
Ук(у + 7~Ч(я,У>) = Ф(У ~ 1Г)+ (6.12) 

Заметим, что /3 = 0(|A|fc) в силу (6.9), так что ^к/3 стремит­
ся к нулю при к -» +оо (поскольку |А7| < 1). Теперь замена 
координат 

(х — х + ) ' ft/ — у~) 
Ьр р 

приводит отображение Т\Тк к виду 

X = Y + pO(Y2) + 0(Xk\ Y = $(y) + 0(\kjk), 
что и требовалось. 

Л И Т Е Р А Т У Р А 
1. Алексеева С.Л., Шильников JIM, О бифуркациях периодических 

движений в системах с гомоклинической петлей седло-фокуса// 
Дифференц. уравнения. — 1997. — 33, № 4. — С. 440-447 
(РЖМат, 1997, 10Б198) 

Ш 



2. Афраймович B.C., Шильников Л.П. Инвариантные двумерные то­
ры, их разрушение и стохастичность// Методы качеств, теории 
дифференц. уравнений. — Горький, 1983. — С. 3-26 (РЖМат 
1984, 10Б367) 

3. Быков В.В., Шильников А.Л. О границах области существова­
ния аттрактора Лоренца// Методы качеств, теории дифференц. 
уравнений. — Горький. — 1989. — С. 151-159 (РЖМат, 1990, 
12Б326) 

4. Гаврилов Н.К., Шильников Л.П. О трехмерных динамических 
системах, близких к системе с негрубой гомоклинической кри­
вой. I / / Мат. сб. — 1972. — 88, № 4. — С. 475-492 (РЖМат, 
1972, 11Б292); I I / / Мат. сб. — 1973 — 90, № 1 — С. 139-157 
(РЖМат, 1973, 5Б839) 

5. Гонченко СВ. Нетривиальные гиперболические подмножества 
систем с негрубой гомоклинической кривой// Методы качеств. 
теории дифференц. уравнений. — Горький. — 1984. — С. 89-102 
(РЖМат, 1986, 2Б310) 

6. Гонченко СВ., Тураев Д.В., Шильников Л.П. О моделях с не­
грубой гомоклинической кривой Пуанкаре// Докл. АН СССР. — 
1991. — 320, № 2, С. 269-272 

7. Гонченко СВ., Тураев Д.В., Шильников Л.П. О моделях с негру­
бой гомоклинической кривой Пуанкаре// Методы качеств, теории 
и теории бифуркаций/ Нижегор. гос. ун-т. — Новгород, 1991. — 
С. 36-61 (РЖМат, 1993, 1Б205) 

8. Гонченко СВ., Тураев Д.В., Шильников Л.П. О существовании 
областей Ньюхауса в окрестности систем с негрубой гомокли­
нической кривой Пуанкаре (многомерный случай)// Докл. АН 
(Россия). — 1993. — 329, № 4. — С. 404-407 (РЖМат, 1993, 
9Б176) 

9. Гонченко СВ., Тураев Д.В., Шильников Л.П. Динамические яв­
ления в многомерных системах с негрубой гомоклинической кри­
вой Пуанкаре// Докл. АН (Россия). — 1993. — 330, № 2. — С. 
144-147 (РЖМат, 1993, 10Б176) 

10. Гонченко СВ., Шильников Л.П. О динамических * системах с 
негрубыми гомоклиническими кривыми// Докл. АН СССР. — 
1986. — 286, № 5. — С. 1049-1053 (РЖМат, 1986, 7А673) 

11. Гонченко СВ., Шильников Л.П О модулях систем с негрубой 
гомоклинической кривой Пуанкаре// Изв. Росс. АН. Сер. мат. — 
1992. — 56, № 6. — С. 1165-1196 (РЖМат, 1993, 9Б195) 

12. Гонченко С.В., Шильников Л.П. Об арифметических свойствах 
топологических инвариантов систем с негрубой гомоклинической 
траекторией// Укр. мат. ж. — 1987. — 39, № 1. — С. 21-28 
(РЖМат, 1987, 6Б1031) 

13. Гонченко СВ., Шильников Л.П. Инварианты О-сопряженности 
диффеоморфизмов с негрубой гомоклинической траекторией// 
Укр. мат. ж. — 1990. — & № 2. — С. 153-159 

14. Овсянников ИМ., Шильников Л.П О системах с гомоклиничес­
кой кривой седло-фокуса// Мат. сб. — 1986. — 130, № 4. — С. 
552-570 (РЖМат, 1986, 12Б406) 

15. Стенькин О.В., Шильников Л.П. О бифуркациях периодичес­
ких движений вблизи негрубой гомоклинической кривой// Диф-

127 



ференц. уравнения. - 1997. — S3, № 3. — С. 377-384 (РЖМат, 
1997, 10Б197) 

16 Тшаев ДВ Шилъников ЛЛ. Пример дикого странного аттрак-
* тора// Мат. сб. - 1998. - 189, № 2. - С. 137-160 (РЖМат, 

1998, 12Б893) 
17. Шилъников Л.П. Об одном случае существования счетного мно-

жества периодических движений// Докл. АН СССР — 1965. — 
160, № 3. — С. 558-561 (РЖМат, 1966, 8Б263) 

18 Шилъников Л.П. "Об одной задаче Пуанкаре—Биркгофа// Мат. 
* с б . _ Х967. — 71 № 4, С. 378-397 (РЖМат, 1968, 9Б217) 

19. Шилъников Л.П. К вопросу о структуре расширенной окрестнос­
ти грубого состояния равновесия типа седло-фокус// Мат. сб. — 
19уо — 81, № 1. — С. 92-103 (РЖМат, 1970, 5Б312) 

20. Gaspard P., Gonchenko S. V., Nicolis G.} Turaev D. V. Complexity 
in the bifurcation structure of homoclinic loops to a saddle-focus// 
Nonlinearity. — 1997. — 10, № 2. — C. 409-423 (РЖМат, 1996, 
10Б194) 

21. Gonchenko S.V., Shil'nikov L.P., Turaev D.V. Dynamical 
phenomena in systems with structurally unstable Poincare 
homoclinic orbits// Int. J. CHAOS. — 1996. — 6, № 1. — С 
15-31 

22. Gonchenko S. V., ShiVnikov L.P., Turaev D. V. On models with non-
rough Poincare homoclinic curves// Phys. D. — 1996. — 62, № 1-4, 
С 1-14 

23. Gonchenko S.V., Sten'Mn O.V., Turaev D.V. Complexity of 
homoclinic bifurcations and П-moduli// Int. J. "Bifurcation and 
Chaos". — 1996. — 6, № 6. — С 969-989 

24. Newhouse S.E. Diffeomorphisms with infinitely many sinks// 
Topology. — 1974. — 13. — С 9-18 (РЖМат, 1974, 12A374) 

25. Newhouse S.E. The abundance of wild hyperbolic sets and non-
smooth stable sets for diffeomorphisms// Publ. Math. IHES. — 
1979. — 50. — С 101-151 

26. Newhouse S.E., Palis J., Tokens F. Bifurcations and stability of 
families of diffeomorphisms// Publ. Math. Inst, haute, e ud sci. — 
1983. — № 57. — С 5^72 (РЖМат, 1984, 8A616) 

27. Palis J., Viana M. High dimension diffeomorphisms displaying 
infinitely many sinks// Preprint IMPA, 1992 

28. ShiVnikov A.L., ShiVnikov L.P., Turaev D.V. Normal forms and 
Lorenz attractors// Int. J. Bifurcations and Chaos. — 1994. — 1, 
№ 4, С 1123-1139 

29. ShiVnikov L.P., ShiVnikov A.L., Turaev D.V., Chua L.O. Methods 
of qualitative theory in nonlinear dynamics. Part I / / World Sci. — 
1998 

НАУЧНО-ИССЛЕДОВАТЕЛЬСКИЙ ИНСТИТУТ 
ПРИКЛАДНОЙ МАТЕМАТИКИ И КИБЕРНЕТИКИ, 
Нижний НОВГОРОД, РОССИЯ 

128 


