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БИФУРКАЦИИ ДВУМЕРНЫХ динАМИЧЕСКИХ. ОИ ' 
БЛИЗКИХ к с ИС'ШМЕ с ДВУМЯ IIE JJНМИ V~J..'I!.«M 

Рассмотрим о Jl д J -

мичооRих оиотем 1.1 • 11ом JI м мrrorood -
ии. Пр ДUOJI 'J'O ' то \ lJJ о иоит т fl • ( J·l·' }J ) 

и ~о имоот и олировенно oooтomm ра:вновесия О типа седло 

с двумя петлями сепаре.трис, хоторне обозначим через Г1 и Т2 • 

Предпо.лагается таюкв, что седлевая величина 6 = ~ 1 + А 2.. (rде 

А 
1 

и ;12. - корни харахтеристичесхоrо у,tавнения системн в 

точке О при JU == D ) от.rJ.Ична от нуля и отрицательна. 
Существует окрестность точки О таRаЯ, 'f~ТО при всех доста

точно М8JIIlX f уравнения векторного поля в этой ОRJ)естности 

имеют вид: 
• 

~ = fi 1 ( f ) ~ + f ( ~ ' 1} ; ,Ll ) ~ ' 

~ -e:A~(JU)~+~(~,rz;JЧ)~, 

rде А 1 ( р ) < о, ;lz. (f) >о - корни характе.Ристического уравнения 

в точке О. 
Уравнения устойчивых сапаратрис в этой окрестности будут 

1?. == о t а неустойчивых - ~ = О • Выберем достаточно малое 
d > 0 и построим секущие к устоftqивым се nаратрисам 1i

1 
~ ~ == d, 

1r2. : ~ =- d и секущие к неустойчивыr.~ сеnаратрисам 1r3 ~ 1J. = d, 
ТL4 ~ tt = - d. По условию· при f ==-О сеnаратрисu o6J)aЗYIOT петJШ. 
Иэ этого с.ледует, что П])И малых fl и малъ.rх ~ т_раект о_р:ии, 

выходящие из точек ( ~, d) секущез1 JГ ~ (или из точек ( ~, - d ) 
секущей 11'4 ) , возвращаются в ок!)естность и пересrР:аются р 
сек_ущей 111 (секущей 'Л2 ) • Таким образом, onpeдeJie ньr отобрюr-е-

вия послед оват.rя т, : :л; ' J/1 и Т г. : ~ ' .7k. Приr~~ем, что ~ и 
r имеют вид: 

~ : ~ = Р 1 + А 1 < f) ~ + ·- · ' Tz : 11_ == ftг. + А 2 (J-1 > ~ + • · · 
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Величины А.< J.f) и А2 С J-f) отличны от нуля и носят название 

сепа.:ратрисных величин. ВозмоЖН!l различине комбина• t.ии знаков 

А.,,А2.: 

I) А 1 >О, А 2 >0, 
2) А 1 <о7 Az >0, 
3) А 1 <о, А 2 <0. 

На ориентируемом многообразии всеrда имеет место с~чай I). 
Известно, что из одной петли се паратрис Гi с б< о может 

рождаться только одна периодическая траеRтория, гомотопная Гi 

(см. [I),[2]). В cJuчae двух патель ситуация более сложна. 
Назовем цик.лом типа j 1 jг .. . j л пределышй цикл, rомотоп

НЬIЙ цроизведению петель rj i rj 2. ••• rJ n < j к Е: t 1, 2}) а 
Т е о р е м а. Существуют такая малая окрестность V сепа

ратрисноrо контура Г1 u Г2 u О и такая маJiая окрестность и 

изменения параметров ~ , что у системы S ~ при ft с -u в V 
существует не более двух предельных ЦИКJiов. 

В с;13 чае I) могут быть т олъко цик.лы тШiа I, 2, I2; в слу

чае 2) - х tИRJШ типа I, 2 , I2 и II2 ; :в случае 3) - ЦИR.JIВ типа 
I, 2, ~2, (I2) r I и (2I)r 2 ( 1 ~ r < оо ) • 

Для КВ!ЩОГО из трех с.л.учаев построены бифур:кационньrе диа
rра.ммы: 

I) Ilлоскость nараметров CJ.!.pfl2)(cм. рис. I) разбита на 6 об
ластей - .IIJ - Д6. Л.ля Rаждой имеется один или два цикла, они 
ухазаны прямо на диаграмме. Смежные области обязательно имеют 

об~й пределъннй цикл. (дЛя задачи с туннельным диодом этот 
с.л.учай рассмотрен в [ 3], для сие тем, б;mзких х гамильтоновым, . 
в (4].) 

2) Плоскость разбита на 8 областей- ДI- д8 (см. рис. 2). 
Для RЗJ~Щой области имеется один или два ЦИRЛа, они указаны 
прямо на диаграмме. 

3) Плоскость разбита на счетное число областей ДI, д2, дз, 
Д5, Д?, ДВ; Д6, I, I; д6, I, 2; Д6, 2, I; Д6, 2, 2; •.. ; 
Д6, r , I ; Д6 , r , 2; ••• ; д4, I, I ; Д4 , I , 2; •.• ; Д 4, -r , I ; 
д4, 'l'"' , 2; •.• ; здесъ r- может меняться от I до CIQ (см. 
рис. 3). 

Цик.лн областей дi - ДЗ, Д5 t д?, Д8 ,.Казаны на диагра.м:ме •· 
В областях вида Д4, r , I имеется один цикл (2I)r 2, при пере-

70 



Д2 

ЦJIКА 2.. 

ДЗ 

. 
• 

Рис. I 

71 

д~ 
ЦИNII J 



Дi 
ЦИKdll /112 

ДР. 

l/ИКЛ 2. 

. 
Д3 

f1111Шt1.n 

Рис. 2 

72 

Д8 
UIIK4J. 

до 
ЦИКА Ift. 

ДLf 

ЦIIKAif 



Дf 

цИКАЬI 

Jll'l. 

Д2 
ЦIIKII 2 

• 

ДJ Цlll:A 
ЧIIКAbl 2/1. 
2 u2/2 

t 

д в 
L,IИI(Л J.. 

• 

--=--=--- -=о_ - - ---

.дs 
ЧИКАJ~ 

Рис. З 

73 

~ дб.J,t 
UlllfA t t 

• 



ходе в odлacn Д4, r , 2 R В&МJ доdав.пле-rсs ЦИRJI (2I)r+ 1 2. 
Величина r при прибJJИаиии R rрввю r.e o6Jiac'l'И д5 растет до бео-. 
конечности. В o6JJRc'l'яx: вца Д6, r , I имеется один цикл 
(!2)~ I, ·при переходе в odлacn Д6, r , 2 к иeNJ добавляется 
ЦИRJI ( I2) r + ~ I. При при6Jrм•ении R r;wmцe области Д5 r рас
'1'8'1' до сSесхове'ЧИосп. 
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