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1. Хорошо известно. что в трехмерных rлад1<их. системах с отрищпслыюй 
дивергенцией встречаются странные аттракrоры двух типов; аттракторы Лоренца 
и 1<вазнnтrрuа<торы. Постtедшiе Jtарлду с rрубмми rомо.аiиническими кривыми 
Пуан~аре мu•·ут иметь также и неr·рубыо, в (щлу '1cro пибо у самой системы. пибо 
у близкой наряду со счетным множеством сеДJiовых может быть счетнос множест
во устойчивых периодических движений [1, 2). Естественно, что динамика таких 
систем оказьшаетс.н весьма чувствитспыюй к малым изменениям параметроn, что 

хорошо заметно при чиспснных экспериментах. Квазиаттракторы обнаруживают

ся в самых разли•шых системах, например н модели Лоренца*, в отображении Эно. 

в системах со сниралы1ым хаосом [ 4], при разрушении двумерных тороn (5, 6] 
и т.д. Поэтому особую важность приобретает вопрос: nозможно ли в пrинципе лонное 
исследование таких систем в рамках конечнопараметрических семейств дифферен

I.i,"ИаJIЫf~Iх уравнений- традиционной модспи динамических явлений? 
· Постановка задачи. связанная с исследованием моделей. восходит к Андро

нову и состоит: 1) в разбиении пространства лараметров на области грубости и 
выделении бифуркационноrо множества; 2) в разбиении бифуркационноrо мно
жества ·на связанные компоненты, отвечающие одинаковым фазовым портретам 
(в смысле топологической эквивалентности). В соответствии с этим в хорошей ' 
модели должно быть достаточно параметров для анализа всех Встретившихея в ней 

бифуркаций состояний равновесия. периодических движений, гомоклинических 

и гетероклиническ~х траекторий и т.п. 

О п р е д е л е н и е. Семейство Хр. дифференциальных уравнений, гладко 
зависящих от набора параметров JJ из пекоторой области ~С Rm. назовем х о р о
ш и м. если для. н~которой окрестностИ семейства Х,.,. как множества в пространст
ве динамическИх ·ёitстем существует непрерывное слоение с базой 5) и банаховым 

\ 

слоем коразмерности т такое. что: 1) все слои удовлетворяют условию Липшица 
с пекоторой общей константой; 2) Хр. пересекает каждый слой в одной точке и 
трансверсально ко всем близким к слою гладким мноrообразиям с той же констан
той ЛипlШiца; 3) любые две системы. nринадлежащие одному слою. топологически 
эквивалентны. причем если системы достаточно близки. то гомеоморфизм. осущест-

. вляющий эквивалентность. близок к тождественному. 
Мы полагаем. что задачу полного описания разумно ставить только для хоро

ших моделей в смыСле данного определения. Если модель этому _ требованию не 
удовлетворяет. то можно увеличивать число параметров, либо, если это не помоrает, 

ослаблять отношение эквивалентности. · · 
Очевидно. что в хорошей модели все бифуркаЦии имеЮт кон~чную ко размер-

ность, и модель трансверсальна ко всем бифуркационным подмноrообразиям. В слу
чае диффереiЩИальных уравнений на шюскости. по-видимому, этого· д?стаrочно. 

*Здесь негрубые rомокnинические кривЬtе Пуанкаре ПOЯBЛJIIOTCJI вблизи границы существова-. 
ния атrрактор•Лоренuа (при а= 10, Ь • 8/3 и ·r > 31. (3]). . . 
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чтобы модель Gына xop.oшcii (но t<:pзiitlcii мере :но так в <.:нусrас. коrла все fiифурюJ· 
ции в моделн н~tеют н~rхтьшую J<:оразмсрJюсп.). Н Мlюп>мсrшом снучас нrшш.и
nиальны.е оmнчня возникают уже в ю1нссе систем с тринис.uiыюй динtt.микой, т.е. 
б,ез гомоJ<пиническнх кrивых · Пуанкаре. Здесь,. чтобьt семейство бJ.uю хпрошим. 
необходимо также. tпобы в нем не бьutо систем с бесконсtnJыМ 11ИCJIOM мuду:1сй. 

о п р е д е л с н 11 е. Будем говорить, что Х имеет м о д у л ь. если в HJX>· 

странстве д11 намнч~сюtх сitстсм . Х лежит в банахоиом многообра~ии ..At • на кото
ром .orrpeдC!feH н~нрсрывный, покалыю не tюстоюшый функнионап /1 такоi1. чт? ДJНI 
эквивалентностилюбых Х1 и Х2 из ..At необходимо. 't·rобы h(X1 ) = lzfX2 ). Буnсм 
говорить. что Х и м с с т т м. о д У н с й. сени через Х проходит банахово много· 
.образн,е Jt. на котором определено т нсзависимых модулей, и что Х имеет с ч с т
н .о е ч и с л о м о д у л с й, если Х имеет любое конечное число монулсй. 

М'l>дулн n системах с простой JJ.Инзмикой открып Пэлис(7] (щнr диффсомоrr 
фНЗМОВ ПЛОСКОСПI С НеГрубоЙ ГС1'СJЮКЛИJ1ИtiССКОЙ траекторИеЙ). 1J [8 J yюt:ЩJI(JJ 
.ycлt,BHtl, нрн которых н нuшtом KJtnccc можсr Gыть cttuтнoc чнано модунсii . :Заметим. 
ОДН:IКО, •JTO CCIIН OГpaHttЧitTbCJI .П•:H(I.НtolUICJfTJIOCТIJIO, ТО <.:ИCTCMht ДIJIIJIOJ ·o Пfll'-1 OI';I~Jbl· 
ваюtсн грубыми, н. естественно •. л.юrюс I(ОНсчJюнарuметри'lескос ссмсйспю бунсr 
XOJXHIIИi\·1. 

2. В рассмотренных .примсрuх зн~11.1СIIИН пuрамстров, при J<отпрых модель 

JIC JШJIJICTCH хорошей. образуют IIIJГДC JIC ПЛОТНОС MIIOЖCCTDO D ~/). Дня СИСТСМ СО 
странными аттр~кторами ситуация усложняется, поскольку неrрубые системы здесь 

могут запопнять обпасти. Наиболее известные примеры с шютiюй il-негрубостыо -
это модели с аттракторами Лоренца и модспИ с негруС.'Jй гомщ<пинической кривой 

Пушш:арс. ll\ случае аттрактора Лоренца пара нидинг-инвариантоn [9, 10) слу>ЮfТ 
полным инuариаитом П·эквивалентности. поэтому здесь можно проводить исследо

вание цинамики в двупараметрических моделях. llo втором снучас ситуация весьма 
нстгивиа.пьн:J. Это cnязaito. в частпо~ти. со следующим фактом. OII(pЫTЬIM Ныохау
сом [11]: нюбан модель, трансверсальная бнфурi,ациоиной пленке ко размерности 
оцнн. отnсчающсй rо~оюiиничсской орбите с кnадрати•пrым к~санием. пересеi<ает 
области, в коiорых ппотны системы в псrрубыми гомоi<линическими кривыми 

Пуанка ре. 

· Рассмотри~ cr -гладкий. 3 ~ r ~ 00 , поток Х0 , заданный на трехмерном rйад
ком мно"rообра:тн А13 . Предnоложим. что Х0 имеет седловое перие1дическое движе
ние L 0 с мультипликаторами Л. 'У (где 1 'У 1 > 1 > \Л 1 li ceД)lonaJI всли•mна а= 
= 1 Л 'У 1 <. l) и что устойчивое и не устойчивое многообразия ws(L 0 ) и ~V" (L 0 ) имеют 
J<вадратичное касание no го моклинической I(риnой Пуапкаре Г 0,. Обозначим-:- N .....,..·-·
множест-во трriекторнi's, целиком лежащих в малоИ окрестности · U контура . 
L 0 U· Г0 • D (1] выделено три тиnанегрубых гомоклинических I<ривых Пуанкаре. 
В сrуучае кривой первого типа множество N имеет тривиальную структуру: N = 
= { L 0 , Г0 } [12). В сЛучае кривой второго типа множество N эквивалентно [12) . 
надстройке над фактор-системой, получаемой из схемы Бернулпи из трех символов 
{О. 1, 2} отождествлением двух rомоклинических траекторий ( ... , О •...• О. 1. 
о. . . . . ·о . . . . ) и ( • . . , о , . . · . . о, 2 • о, . . . . о. . . . ) . 

В снучае кривой третьего типа множество N также содержит нетривиальные 
гиперболические подмножества [12] t однако всё Nими, вообще говоря. не исчерпы
вается. Необходимость изучения кривых третьего · типа при анализе систем с квази- · 
гиперболическим поведением поясняет следующая . . 

Т ·е о р е м а 1. В любой окрестности в С' -топологии, r;;;;;:. 3. систе.чы с негру
бой .гомоклинической кривой Пуанкаре есть системы с кpuв.ыlolu третьего 1ипа. 

3. Пусть Г 0 . - · кривая: третьего тиnа. Маожество оотоков, С' -близких к Х0 
и имеющих близкую к Г 0 rомоклиническую кривую Г т,ретьеrо типа. образует в 
простра~~тве. С'·потоков на .М3 . rnадкое ·подмногообразие Х, коразмерности один. 
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. 
. т е о ре м а 2. В ;к, плотно множество В такое. что любой поток из В имеет 

счетное .множество седловых периодических движений. каждое иэ которых имеет 
негрубую гомоклиническую кривую третьего типа. 

Рассмотрим поток Х • Е В. Пусть 1 L; ~~ =~ -последовательность седловых 
периодических движений системы. имеющих негрубые гомоклинические кривые 

r; третьего типа. Очевидно, х• лежит в пересечении счетного множества гладких 
банаховых многообразий Jlm таких, что любой поток и~ Jt"", имеет т близких к 
L i ..... L ~ периодических траекторий L 1 , ••• , L "; с Иегрубыми го моклинически
ми кривыми Г 1 , •••• Г т третьего типа, причем L k и Г k гладко зависят от потока. 
Пусть }..k• 'Yk (1 'Yk 1 > 1 > 1 Лk 1) - мультиiШикаторы траектории Lk. Из (13, 14] 
вытекает, что величины 

1n 1 лk 1 
вk = ----

In 1 'Yk 1 
являются модулями Л.-эквивалентности на Jtm (заметим~ что фазовое пространст
во U имеет не тривиальную фундаментальную группу, и речь здесь и ниже идет об 
П-эквивалентности при помощи rомеоморфизма. rомотопного тождественному). 

/ 
В результате приходим к следующему утверждению. . 

Т е о р,е м а 3. В 'К, плотны потоки. имеющие счетное .множество гладких 
.модулей D.-эквивален.тности. 

О п ре д е л е н и е. Пусть некоторый Сk-rладкий, 1 <: k <;со, поток на М3 

имеет седловое периодическое движение L. Предположим. что ws (L) и wи (L) 
имеют касание по го моклинической траектории Г. Построим секущую S к Г. Так 
как Г - негрубая юмаклиническая криваЯ, то на S можно ввести координаты (х. у) 
так, чтобы локально уравнение W3 (L) бЬmоу =О, а уравнение wи(L) было у= G(x). 
гд~ G(O) =О и для некоторого n ~ 1 

д;G(О) 
----:i- = О, i = 1 •... , n. 

д у 

Будем говорить, что имеет место .r о м·· ·о к л · и н и- ч ё с к о е ·к а с а н И е · ·rt'o ряд: 
к а n < k, если an+"l G(O)/дyn+ 1 =1= О, и к а с а н и е н е оп ре д е л е н и о r о по
р я д к а, если n = k. 

Т е о ре м а 4. В 'JC, плотны потоки с гомоклинически.ми касанил.ми любого 
·порлдка (определенного и неопределенного). · 

О п р е д е л е н и е. Пусть некоторый ck -гладкий поток имеет периодическое 
движение с мультипликатором v, равным по модулю единице. Будем говорить. 
что периодическое движение имеет в Ь1 р Q ж д е н и е по ряд к а п (при v = 1 
1~ n ~ k-1. а при v = -1- 1 <:п <:(k ·-1) /2). если первые п -1 ляпуновских ве
личин равны нулю, а n-я оmична от нулЯ. Если при v = 1 первые k-1 а при Р = -1-
m:рвые [ (k- 1)/2] ляnуновских величин равны нулю, .то будем rоворить, Что перио
дическое движение имеет в ы р о ж д е н и е н е о п р· е д е л е н н о r о п о р я д к а. 

Т е о р е м а 5. В 'К, плотны потоки. имеющие периодические движения 
люоого порядка вырожденltЯ (определенного и неопределенного) .как с v = I,так 
ис v=-1. 

4. Как уже отмечалось, любое семейство, траисверсальное 3С,. пересекает 
области Ньюхауса, в которых IDiотны системы с негрубыми гомоклиниЧескими 
кривыми Пуанкаре. Из [12], а также [15] следует, что в этИх областях плотны 
си.стемы со. счетным множеством устойчивых периодических движений. Этот резуль
тат можно вывести также из того, чrо в областях Ньюхауса IШотны системы ·с гамо

клиническими кривыми третьего типа (теорема 1), а на mенках таких систем IШот- . 
ны системы со счетным множеством устойчивых периодических движений [1, 2). 
Из теорем 2 - 5 nолучаем · 
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· Оn е д с т в и е. В областях Вьюхауса nлотны потоки, имеющие счетное число · 

негрубых гомоклинических кривых Пуанкаре, счетное чиСJJо модулей !2-эквивалент- 1 

ноет, го.моклинические кривьiе люоого порядка касания и периодические движе-· · 
ниялюбого порядкавырождения как cv = 1, таки с v = -1*. 

Получаем, чтО модели с негрубыми гомоклиническиМи кр~выми Пуанкаре 
не могут быть хорошими с точки зрения О-эквивwrен·r1юсти. Можно попытаться · 

· осJiабить отношение эквивалентности~ например отказатьсst от рассмотрения локаль
ного поведения траекторий. Это можно сделать следующим образом. Рассмотрим 

. .цпя каждой траектории из N ее кодировку {бесконечную последоватепьность иэ · 
символов О и 1: каждому витку траектории вблизи L 0 отвечает О~ а витку вблизи Г 
отвечает 1). Будем говорить, что какие-либо две близкие к Х0 системы С·э к в Н· 
в а л е 11 т н ы, если их множества кодировоJ< совпадают. 

Если нас интересуют тол1,ко устапоnившисел дnижснин, то можно оГраНи· 

читьсл исследованнем множества кодировок дня траекторий на цттракторс. Дпя 
систем с негрубой rомоклиннческой кривой нсн~но~ какова структура аттракrора. 
но все устой•rивые периодические траектории ему обязательно принамежат. В связи 
с этим введем ·слеДующее · определение: будем говорить, чtо два пото:<а с•.э к в И· · 
в а л е н т н ы. если У. них совпадают множества кодировок устойчивых нсриоди· 
'lеских траекторий. ПpиnoДJtмati ниже теорема показывает, что и дliЯ таких отноше-

ний э1<вИвалентности в обпастях Ныохауса нет хороших моделей. · 
Т е о р е м а 6. В областях 1/ьюхауса плотны системы со счетпым .миожест

вом модулей С-экв~валеитносru и системы со счетным .множеством .модулей с• ·эк
вивалеитности••. 

Таким образом, для систем с квазиатtракrорами уже задача rюJtнot·o исследо· 

вания структуры множества устоЙ'Iиных псриоди'tеских трасктори"й не явпяетсл 
реалистичной. Вонрос о том, как правильно ставить задаtrу исследования систем та
кого типа, оказывается крайне сложным. По-видимому, здесь приходится отказы
ваться от идеологии "полного описания'' и ограниЧиваться лишь исследованием 
каких-то частных, но наиболее характерных свойств системы. При этом ответ на 
вопрос. к~.кие именно свойства заслуживают рассмотрения, должен существенно 
зависеть ~т· сnецифики конкретной задачи. · 

Научно·исследоватепьс:кий инсrnтут 
nрикладной математики и кибернеrnки . 
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•на самом деле можно показать nаже больше, например, что в. областях Ныохауса плотttы систе:. 
мы, i1Меюшие счеtное мноЖество скuль угодно tJырождеиtrых пери.одических движений и сколь 

у~днО ВЫроЖдеНIIЫХ Г.ОМОJ<ЛИНИЧеСКИХ К~саниА. ,_ 

••модуmrми эдесь •. так же как и в теореме 2. сп ужат величины о ;с. 
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