
              

Valeursd’unpolynômeàunevariable
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Abstract
Theaimofthepaperistwofold.Ontheonehand,westudythe

Brauergroupofasmoothandpropermodelofthek-varietygiven
byP(t)=NormK/k(z),whereP(t)isapolynomial,andNormK/k(z)
isthenormformdefinedbyafinitefieldextensionK/k,withkan
essentiallyarbitraryfield.Undersomeadditionalhypotheseswecom-
putethisgroupexplicitly.Ontheotherhand,whenkisthefieldof
rationalnumbers,andP(t)isaproductofarbitrarypowersoftwolin-
earfactors,weprovethattheBrauer–ManinobstructiontotheHasse
principleandweakapproximationistheonlyone.

1Introduction

Cetarticleestconsacréàl’étudedespointsrationnelsdevariétésdéfinies,
suruncorpsdenombresk,paruneéquation

P(t)=NK/k(z),(1)

oùP(t)∈k[t]estunpolynômeàunevariable,K/kuneextensionfiniede
corpsetNK/k(z),pourzvariabledansK,estlaformenormiqueassociéeà
cetteextension.Pourl’histoiredeceproblème,onpourraconsulter[CTPest].

LorsquekestlecorpsQdesnombresrationnels,Heath-Brownetl’undes
auteurs[HBSk]ontdémontréquepourlepolynômeP(t)=αt

a
(t−1)

b
,où

(a,b)=1etα∈k∗,l’obstructiondeBrauer–Maninestlaseuleobstruction
auprincipedeHasseetàl’approximationfaiblepourtoutmodèlepropreet
lisseX

c
de(1).Unevariantedeleurdémonstrationestdonnéedans[CTPest].

Lebutdecetarticleestdouble.D’unepartonétudie,suruncorpsk
essentiellementarbitraire,etpourunpolynômeP(t)quelconque,legroupe
deBrauerBr(X

c
).D’autrepart,surk=Q,ongénéraliselerésultatde[HBSk]

aucasP(t)=αt
a
(t−1)

b
∈Q[t]avecaetbquelconques.
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70Valeursd’unpolynômeàunevariablereprésentéesparunenorme

EncequiconcernelegroupedeBrauer,ladifficultérésidedanslefait
qu’ilsembledifficile,pouruneextensionK/karbitraire,d’écrireunmodèle
projectifetlisseX

c
delak-variétédéfiniepar(1);nouscalculonslegroupe

deBrauerBr(X)d’unmodèlelisseXnonpropre,maisassezgros,de(1).Ce
calculestfaitauparagraphe2,suruncorpskdecaractéristiquezéro,etpour
K/ketP(t)quelconques.Lesprincipauxrésultatssontlaproposition2.3et
laproposition2.5.Sousdeshypothèsessupplémentairesconvenables,onen
tiredesconséquencessurlegroupedeBrauerdeX

c
(corollaires2.6et2.7,

propositions2.11et2.12).
Auparagraphe3,danslecasP(t)=αt

a
(t−1)

b
,nousappliquonsla

méthodedela“descenteouverte”([CTSk])àlavariétéXintroduiteaupara-
graphe2.Dans[HBSk]et[CTPest]cetteméthodeavaitétéappliquéeàl’ou-
vertdelissitédelavariétédéfiniepar(1),ouvertquieststrictementcontenu
danslavariétéXiciconsidérée.C’estcechangementdemodèlequiexplique
lesprogrèsfaitsdansleprésentarticle(théorème3.1etcorollaire3.2).

2CalculdegroupesdeBrauer

Soientkuncorpsdecaractéristiquezéroetkuneclôturealgébriquedek.
OnnoteΓk:=Gal(k/k).OnnoteH

i
(Γk,M)ouplussimplementH

i
(k,M)

lesgroupesdecohomologiedugroupeprofiniΓkàvaleursdansunΓk-module
continudiscretM.

Onsupposeralelecteurfamilieraveclathéoriedesk-toresalgébriques
([CTSa1],§2;[Vosk]).

SoitXunek-variété,c’est-à-direunk-schémaséparédetypefini.On
noteX=X×kk,puisk[X]∗=H

0
(X,O∗X)legroupedesunitésdeXet

k[X]∗=H
0
(X,O∗X)celuideX.OnnotePic(X)=H

1
Zar(X,O∗X)legroupe

dePicarddeX.Lethéorème90deHilbertrevuparGrothendieckidentifie
cegroupeàH

1
ét(X,Gm).

Danscetarticle,lanotationBr(X)estutiliséepourlegroupedeBrauer
cohomologiqueH

2
ét(X,Gm)d’unek-variétéX.Rappelonsaussilesnotations

usuelles

Br0(X)=Im[Br(k)→Br(X)],Br1(X)=Ker[Br(X)→Br(X)].

LasuitespectraledeLerayE
pq
2=H

p
(k,H

q
ét(X,Gm))=⇒H

n
ét(X,Gm)

donnenaissanceàlasuiteexacte(cf.[CTSa3],(1.5.0))

H
2
(k,k[X]∗)→Br1(X)→H

1
(k,Pic(X))→H

3
(k,k[X]∗).

Sil’onak
∗

=k[X]∗(c’estparexemplelecaspourXpropre,réduite,et
géométriquementconnexe),alorscettesuites’écrit

Br(k)→Br1(X)→H
1
(k,Pic(X))→H

3
(k,k

∗
),
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soitencore

0→Br0(X)→Br1(X)→H
1
(k,Pic(X))→H

3
(k,k

∗
).

NotonsqueH
3
(k,k

∗
)=0sikestuncorpsdenombres([CF],7.11.4).Par

ailleurslaflècheH
1
(k,Pic(X))→H

3
(k,k

∗
)estnullesiX(k)6=∅;eneffet

toutk-pointdeXdéfinitunerétractiondelaflèche

H
3
(k,k

∗
)=E

30
2→E

30
∞⊂H

3
ét(X,Gm),

etdonctouteslesdifférentiellesdelasuitespectraleaboutissantauxtermes
E

30
nsontnulles.

SoitP(t)unpolynôme.Ecrivons-leP(t)=α∏m
i=1pi(t)

ai
avecα∈k∗et

aveclespolynômespi(t)irréductibles,unitairesetdistinctsdeuxàdeux.On
notediledegrédepi(t)ets=∑

iaidiledegrédeP.Onsuppose∏m
i=1pi(t)

dedegréaumoinségalà2.Soitk⊂K⊂kuneextensiondedegrén,et
NK/k:K∗→k∗l’applicationdéfinieparlanorme.Soitω1,...,ωnunek-base
deK.OnnoteNK/k(z)laformenormiqueassociée,oùz=z1ω1+···+znωn
estuneK-variable.

SoitV⊂A
n+1
k'A

1
k×kRK/k(A

1
K)l’ouvertdelissitédel’hypersurface

affinedéfinieparl’équation(1).
Laprojection(t,z)7→tdéfinitunmorphismesurjectifp:V→A

1
k.

SoitU0⊂A
1
kl’ouvertdonnéparP(t)6=0,etsoitU=p−1

(U0)⊂V.La
k-variétéUestlavariétéaffinedéfinieparlesystèmeP(t)=NK/k(z)6=0.La
restrictiondepàUestunU0-torseursousletorenormiqueT=R

1
K/k(Gm),

lequelestdéployéparlepassagedekàk.CommelegroupedePicarddeU0

estnul,ilexisteunisomorphismedek-variétésU'U0×kT'U0×G
n−1
m.

IlenrésultequePic(U)=0etquelequotientk[U]∗/k∗
estengendréparles

facteurslinéairesdeP(t)surketlescaractèresdutoreT.
SoitT

c
unecompactificationlisseéquivariantedeT(voir[CTHaSk]).Le

produitcontractéU×
T
T
c

estunecompactificationpartielledeU,propre
etlissesurU0.Soit

1
Xlak-variétélisseobtenueparrecollementdeVavec

U×
T
T
c

lelongdeU.Soitπ:X→A
1
klemorphismenaturel,etπ=π×kk.

CommetoutefibredeπestcontenuesoitdansVsoitdansU×
T
T
c
,etque

chacunedesk-variétésVetU×
T
T
c

estséparée,lek-schémadetypefiniX
estséparé.C’estdoncunek-variété.

LafibregénériqueXηdeπestprojectiveetgéométriquementintègresur
k(t).UnefonctioninversiblesurXprovientdoncdek(t)∗.Siunélémentde

1
Danslaconstructionquisuit,aulieuderecouriràunecompactificationlisse

équivariantedeT,onpourraitsecontenterdel’existenced’unek-variétélisseetpro-
presurU0jouantlerôledeU×

T
T
c
,cequiestfourniparlethéorèmedeHironaka.Ilfaut

alorsmodifierlediagrammedelaproposition2.2.
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k(t)∗n’estpasconstant,alorsilpossèdeundiviseurnontrivialsurV.Ainsi
k[X]∗=k

∗
(onaenfaitl’énoncéplusprécisk[V]∗=k

∗
).

SoitX
c

unek-compactificationlissedeXtellequeπs’étendeàunmor-
phisme(encorenotéπ)X

c
→P

1
k.L’existencedeX

c
découleduthéorème

deHironaka.LemodulegaloisienDivX\U(X)desdiviseursdeXàsup-

porthorsdeUestlasommedirectedumoduledesdiviseurs“verticaux”
Divv:=DivV\U(V),librementengendréparlescomposantesirréductibles

desfibresdégénérées,etdumoduleDivhdesdiviseursdeU×
T
Tcàsupport

horsdeU,c’est-à-diredesdiviseurs“horizontaux”.
Lelemmesuivantestsansdoutebienconnu(cf.[Sa],§6.b),maisnousne

l’avonspastrouvéexplicitementdanslalittérature.

Lemme2.1SoitEunespaceprincipalhomogènesousunk-toreT.Soient
T
c

unecompactificationéquivariantedeTetE
c

leproduitcontractéE×
T
T
c
.

SoitK/kuneextensiongaloisiennedecorps,degroupedeGaloisG,déployant
lek-toreT.Alorsilexisteunisomorphismenatureldesuitesexactesde
G-modules

0−−−→T̂−−−→DivTcK\TK(T
c
K)−−−→Pic(T

c
K)−−−→0


yo


yo


yo

0−−−→K[E]∗/K∗−−−→DivEcK\EK(E
c
K)−−−→Pic(E

c
K)−−−→0.

DémonstrationOnalasuiteexactedeG-modules

0→K[E]∗/K∗→DivEcK\EK(E
c
K)→Pic(E

c
K)→0.(E)

OnpeutécrirelasuiteexacteanaloguepourEk(E):=E×kk(E),oùk(E)est
lecorpsdesfonctionsdeE,etl’extensiongaloisienneK(E)/k(E)(degroupe
G)aulieudeK/k:

0→K(E)[Ek(E)]∗/K(E)∗→DivEcK(E)\EK(E)(E
c
K(E))→Pic(E

c
K(E))→0

oùEK(E):=E×kK(E),E
c
K(E):=E

c
×kK(E).LaprojectionEk(E)→E

induitunisomorphismegaloisiendelapremièredecessuitesdanslaseconde,
carkestalgébriquementclosdansk(E).

PourE=T,ilestbienconnuqueK[T]∗/K∗=T̂.Pourlesmêmesraisons
queci-dessus,laprojectionTk(E)→Tinduitunisomorphismegaloisiendela
premièresuitehorizontaledansl’énoncédulemmeaveclasuite

0→K(E)[Tk(E)]∗/K(E)∗→DivTcK(E)\TK(E)(T
c
K(E))→Pic(T

c
K(E))→0.

Ilsuffitalorsd’observerquelepointgénériquedeEdéfinitunisomor-
phismedeTk(E)-espacesprincipauxhomogènesTk(E)'Ek(E),quiinduitun
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Tk(E)-isomorphismeéquivariantT
c
k(E)'E

c
k(E),lequelinduitunisomorphisme

entrelasuitepourTk(E)etcellepourEk(E).¤
NotonsZ[K/k]leΓk-moduleinduitZ[Γk/ΓK].AupolynômeP(t)nous

attachonsleΓk-moduledepermutationZP,quiestlasommedirectedes
Z[Li/k],oùLi=k[t]/pi(t).Ilestévidentquelemodulek[U0]∗/k∗

,librement
engendréentantquegroupeabélienparlesclassesdesfacteurslinéairesde
P(t)surk,estisomorpheàZP.D’autrepartlemodulegaloisienDivvest
librementengendréparlescomposantesirréductiblesdudiviseurdéfinipar
P(t)=NK/k(z)=0surV,ilestdoncisomorpheàZ[K/k]⊗ZP.Quantau
modulegaloisienDivh,onvoitenutilisantlelemme2.1qu’ilestisomorphe
aumoduleDivTc\T(Tc)(voirlafindeladémonstrationdelaproposition
suivante).

L’énoncésuivantpermetdecontrôlerleΓk-modulePic(X):

Proposition2.2IlexisteundiagrammecommutatifdeΓk-modules,dontles
lignesetlescolonnessontexactes

000
↓↓↓

0→ZP→Z[K/k]⊗ZP→T̂⊗ZP→0
↓↓↓

0→k[U]∗/k∗
→(Z[K/k]⊗ZP)⊕Divh→Pic(X)→0

↓↓↓
0→T̂→Divh→Pic(Tc)→0

↓↓↓
000

(2)

DémonstrationExpliquonsd’abordcommentcediagrammeestconstruit.
LasuiteexactehorizontalesupérieureestobtenuepartensorisationparZP
delasuiteexactenaturelle

0→Z→Z[K/k]→T̂→0,

oùlaflècheZ→Z[K/k]envoie1surlanormeNK/k(sommedesélémentsde

Γk/ΓK,i.e.desplongementsdeKdansk).Danslasuiteexactehorizontale
médiane,laflèchek[U]∗/k∗

→(Z[K/k]⊗ZP)⊕Divhassocieàunefonction
sondiviseursurX.

LaflècheZ[K/k]⊗ZP→(Z[K/k]⊗ZP)⊕Divhestsimplementlaflèche
d’inclusionvialepremierfacteur.LaflècheZP→k[U]∗/k∗

estlaflèche
naturellek[U0]∗/k∗

→k[U]∗/k∗
.Lecarréenhautàgauchecommute,comme
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onvoitencalculantlediviseur,surX,desfacteurslinéairesdeP(t)surk.

CecidéfinitlaflècheT̂⊗ZP→Pic(X).
Lesflèchesdelasuitehorizontalemédianedanslasuitehorizontaleinféri-

euresontdéfiniesparlarestrictiondeXàlafibregénériqueXηdeπ.Cette
restrictiontombeaprioridanslasuitedeΓk-modules(E)relativeàl’ex-
tensionk(t)/k(t),àl’espaceprincipalhomogèneUηduk(t)-toreTk(t),età
Xη=Uη×

Tc
ηTη.D’aprèslelemme2.1,cettesuiteestisomorpheàlasuite

deΓk-modules(E)relativeàl’extensionk(t)/k(t),auk(t)-toreTk(t)età
T
c
k(t).Maislesargumentsdulemme2.1montrentaussiquecettesuitede

Γk-modulesestisomorphe(parimageréciproquedekàk(t))àlasuitede
Γk-modules(E)relativeàl’extensionk/k,auk-toreTetàT

c
.¤

Proposition2.3LegroupePic(X)estsanstorsion,etBr(X)estnul.

DémonstrationCommePic(T
c
)estlibredetypefini([CTSa3],Cor.2.A.2,

p.461),lacolonnededroitedudiagrammemontrequePic(X)estsans
torsion.Pourledeuxièmeénoncé,notonsquepuisqueXestunek-variété
lisse,Br(X)s’injectedanslegroupedeBrauerdelafibregénériqueXk(t)de

π̄:X→A
1
k.MaisXk(t)estunevariétépropre,lisseetrationnellesurk(t).

CommelegroupedeBrauerest,encaractéristiquezéro,uninvariantbira-
tionneldesvariétésprojectivesetlisses([Gr],Cor.7.5)etquelegroupede
Brauerdel’espaceprojectifsuruncorpscöıncideaveclegroupedeBrauerdu
corpsdebase(énoncéfacileàobtenirencaractéristiquezéro,parréduction
aucasdeladroiteaffine),onaBr(Xk(t))=Br(k(t)).Cederniergroupeest
trivial,commeilrésulteduthéorèmedeTsen.¤

Danslediagramme(2),ondisposed’unesectionévidentedelaprojection

(Z[K/k]⊗ZP)⊕Divh→Divh.

Cecidéfinit(vialacommutativitéducarrédedroitedudiagramme(2),qui
donnelaflècheDivh→Pic(X))unmorphismedesuitesexactes

0→T̂→Divh→Pic(Tc)→0
↓↓||

0→T̂⊗ZP→Pic(X)→Pic(Tc)→0

(3)

SoitNi=NLi/k∈Z[Li/k]lasomme∑
σσpourσparcourantlesplonge-

mentsdeLidansk.Soitχ∈T̂,imagedeχ̃∈Z[K/k]parlasurjection
canonique.Sionajouteàχ∈Divhl’élémentdeDivv=Z[K/k]⊗ZPdéfini
parχ̃⊗(∑aiNi),onobtientlediviseurdelafonctionχ(inversiblesurU).Il

enrésultequelaflècheT̂→T̂⊗ZPdanslediagramme(3)estinduite,par

tensorisationparT̂,parlaflèchejP:Z→ZPenvoyant1sur−∑m
i=1aiNi.
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ObservonsiciquelaflèchejPadmetunerétractionGalois-équivariantesiet
seulementsilesentiersaidisontpremiersentreeuxdansleurensemble.

PourunΓk-moduleMondéfinitlegroupe

X
i
ω(M):=

⋂

g∈Γk

Ker[H
i
(Γk,M)→H

i
(〈g〉,M)],

où〈g〉⊂Γkestlesous-groupeprocycliqueengendréparg.SiMestun
Γk-moduledepermutation,oubiensiMestdéployéparuneextensionK/k
degroupedeGaloismétacyclique(i.e.donttouslessous-groupesdeSylow
sontcycliques),alorsX

2
ω(M)=0.

Onsait([Vosk],Chap.2,§4.6;[CTSa1],preuvedelaProp.6)quelemod-
ulegaloisienPic(Tc)estĤ−1

-trivial.Enparticulier,pourtoutsous-groupe
procyclique〈g〉⊂Γk,onal’égalitéH

1
(〈g〉,Pic(Tc))=0viala2-périodicité

delacohomologied’ungroupe(fini)cyclique([CF],Chap.IV,§8,theorem5).
Delasuiteexacteinférieuredudiagramme(2)ondéduitalorsclassiquement

([CTSa2],Prop.9.5)l’isomorphismeH
1
(k,Pic(Tc))'X

2
ω(T̂).

Définition2.4PourunΓk-moduleMondéfinit

X
2
ω(M)P=Ker[jP∗:X

2
ω(M)→X

2
ω(M⊗ZP)].

Proposition2.5SoitX/kcommeci-dessus.

a)Ilyaunesuiteexactenaturelle

0→H
1
(k,T̂⊗ZP)/jP∗H

1
(k,T̂)→H

1
(k,Pic(X))→X

2
ω(T̂)P→0.

b)LesélémentsdeBr(X)dontl’imagedansH
1
(k,Pic(X))provientde

H
1
(k,T̂⊗ZP)sontprécisémentlesélémentsdugroupedeBrauerverti-

caldeXparrapportàlaprojectionX→A
1
k,c’est-à-direleséléments

deBr(X)dontlarestrictionàlafibregénériqueXηprovientdeBr(k(t)).

DémonstrationDelasuiteinférieuredudiagramme(3)ontirelasuite
exacte

Pic(Tc)Γk
→H

1
(k,T̂⊗ZP)→H

1
(k,Pic(X))→H

1
(k,Pic(Tc))

→H
2
(k,T̂⊗ZP).

D’autrepart,delasuitesupérieureondéduit,commeonavu,uniso-
morphismeH

1
(k,Pic(Tc))'X

2
ω(T̂),etducalculdelaflèchejP:T̂→T̂⊗ZP

danscediagramme,etdelanullitédeH
1
(k,Divh),ontirelasuiteexactean-

noncéeena).
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Onavuplushautk
∗

=k[X]∗etBr(X)=0,doncBr1(X)=Br(X).On
adonclasuiteexacte

Br(k)→Br(X)→H
1
(k,Pic(X))→H

3
(k,k

∗
).

PourlafibregénériqueXη=Xk(t),onaBr(Xk(t))=Br(k(t))=0,et
lasuitespectraledeHochschild-SerrepourlaprojectionXk(t)→Xk(t)etle
faisceauétaleGmdonnenaissanceàlasuiteexacte

Br(k(t))→Br(Xk(t))→H
1
(k,Pic(Xk(t)))→H

3
(k,k(t)∗)

etlapremièresuites’envoiedefaçonnaturelledanslaseconde.
LaflècheH

1
(k,Pic(X))→H

1
(k,Pic(Xk(t)))s’identifieàlaflèche

H
1
(k,Pic(X))→H

1
(k,Pic(T

c
)),

dontlenoyauestprécisémentl’imagedeH
1
(k,T̂⊗ZP).Ceciétablitlepoint

b).¤

RemarqueOnpeutenfaitdécrireprécisémentlesélémentsdeBr(X)dont

laclassedansH
1
(k,Pic(X))provientdeH

1
(k,T̂⊗ZP).Cederniergroupe

estnaturellementisomorpheaugroupe

m⊕

i=1

Ker[H
1
(Li,Q/Z)→H

1
(Li⊗kK,Q/Z)].

SoitθilaclassedetdansLi=k[t]/pi(t).Soit

{χi}i=1,...,m∈
m⊕

i=1

Ker[H
1
(Li,Q/Z)→H

1
(Li⊗kK,Q/Z)].

Onpeutalorsconsidérer

A=
m∑

i=1

CoresLi(t)/k(t)(t−θi,χi)∈Br(k(t)),

etvérifierdirectementquelarestrictiondeAaucorpsdesfonctionsdeXest
nonramifiéesurX.

Corollaire2.6Danschacundescassuivants,legroupedeBrauerBr(X)
estverticalparrapportàX→A

1
k,etilenestdemême,afortiori,dugroupe

deBrauerBr(X
c
)parrapportàX

c
→P

1
k:

a)legroupedeBrauerdeT
c

estréduitaugroupedeBrauerdek;

b)letoreT=R
1
K/kGmestunfacteurdirectd’unk-torek-rationnel;
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c)legroupedeGaloisdelaclôturegaloisiennedeK/katoussessous-
groupesdeSylowcycliques(cequiestclairementlecassil’extension
K/kestcyclique);

d)l’extensionK/kestdedegrépremier;

e)lep.g.c.d.desai.diestégalà1(cequiestclairementlecassil’undes
piestdedegrédi=1etdemultiplicitéai=1).

DémonstrationOnrappellelesfaitssuivants.SiK/ksatisfaitc)oud),
alorsTsatisfaitb)([CTSa1],Prop.2etProp.6,et[CTSa2],Prop.9.1).SiT
satisfaitb),ilsatisfaita)([CTSa1],Prop.6).Sousa),onaH

1
(k,Pic(Tc))=0

(voirledébutdupagraphe2,etobserverqueT
c
(k)contientT(k)etdoncest

nonvide).Ainsi([CTSa2],Prop.9.5)X
2
ω(T̂)=0.L’hypothèsee)implique

quelaflèchejP:Z→ZPadmetunerétractionGalois-équivariante.Ona
alorsX

2
ω(M)P=0pourtoutmodulegaloisienM,enparticulierpourT̂.¤

RemarqueSupposonsquekestuncorpsdenombres,etadmettonsl’hy-
pothèsedeSchinzel(cf.[CTSD],§4).LorsqueK/kestcyclique,onsaitalors
(extensiondueàSerred’unancienrésultatdeSansucetdel’undesauteurs,
voir[CTSD],Th.4.2)quel’obstructiondeBrauer-ManinauprincipedeHasse
etàl’approximationfaibleestlaseuleobstructionpourX

c
.MaispourK/k

plusgénéral,onnesaitlefairesousaucunedeshypothèsesa),b),c),d)ci-
dessus,bienquechacunedeceshypothèsesimpliquelavaliditéduprincipe
deHasseetdel’approximationfaiblepourlesfibreslissesdeX

c
→P

1
k.

Corollaire2.7SupposonsqueP(t)estunproduitdefacteurslinéairessur
kdontlesmultiplicitéssontpremièresentreellesdansleurensemble,etque
l’extensionK/knecontientpasdesous-extensioncycliquenontriviale.Alors
legroupedeBrauerdeXestréduitàl’imageBr0(X)deBr(k).Afortiorile
groupedeBrauerdeX

c
est-ilréduitàl’imageBr0(X

c
)deBr(k).

DémonstrationL’hypothèsesurlesmultiplicitésimpliqueX
2
ω(T̂)P=0

(corollaireprécédent,case)).Sousl’hypothèsefaitesurK/k,lenoyaudela

restrictionH
1
(k,Q/Z)→H

1
(K,Q/Z)esttrivial,soitencoreH

1
(k,T̂)=0.

CommePestdéployé,onaalors

H
1
(k,T̂⊗ZP)=0.

OnadoncH
1
(k,Pic(X))=0,etdoncBr(X)=Br0(X).¤

ExempleSupposonsl’extensionK/kdedegrépremier,noncyclique,et
lepolynômeP(t)déployé.Alors,sanshypothèsesurlesai,onal’égalité
Br0(X)=Br(X)etdoncBr0(X

c
)=Br(X

c
).Onaeneffetdanscecas
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H
1
(k,T̂)=0,doncH

1
(k,T̂⊗ZP)=0etparailleursTestunfacteur

directd’unk-torek-rationnel([CTSa2],Prop.9.1),doncH
1
(k,Pic(Tc))=0

([CTSa1],Prop.6).AinsiH
1
(k,Pic(X))=0.

Ilseraitsouhaitablededécrirelesous-groupeBr(X
c
)⊂Br(X).Nousdon-

nonsquelquesrésultatsconcernantlapartieverticale,parrapportaumor-
phismeπ:X

c
→P

1
k,deBr(X

c
).

NotonsF=k(U)=k(X
c
)lecorpsdesfonctionsdeX

c
.Etantdonné

A∈Br(k(t)),onnoteAFsonimagedansBr(F)parl’inclusionk(t)⊂F
induiteparX

c
→P

1
k.

Proposition2.8SupposonsquelepolynômeP(t),dedegrés,estdelaforme
t
a
Q(t)aveca>0etQ(0)6=0.Soitχ∈Ker[H

1
(k,Q/Z)→H

1
(K,Q/Z)].

a)Laclassed’algèbrecycliquesurk(t)définieparlecup-produit(t
a
,χ)

définitunélémentdeBr(k(X
c
))nonramifiésurl’imageréciproquede

A
1
kdansX

c
.

b)PourtoutpolynômeR(t)∈k[t],laclassedel’algèbres(R(t),χ)définit
unélémentdeBr(k(X

c
))quiestnonramifiéauxpointsdecodimension

1deX
c

situésau-dessusdupointàl’infinideP
1
k.

DémonstrationRappelonstoutd’abordlanotationemployée.SoientK
uncorps,KsuneclôtureséparabledeK,ρ∈K∗etξ∈H

1
(Gal(Ks/K),Q/Z).

Onnote(ρ,ξ)∈Br(K)lecup-produitdeρ∈K∗=H
0
(Gal(Ks/K),K∗

s)avec
lebordδ(ξ)∈H

2
(Gal(Ks/K),Z),lebordδétantprispourlasuiteexacte

évidente0→Z→Q→Q/Z→0.
Pourétablirlaproposition,ilsuffitdevérifierquelarestrictionde(t

a
,χ)

àF=k(Xc)estnonramifiéeau-dessusdupointOdéfinipart=0dansA
1
k.

L’égalitét
a
Q(t)=NK/k(z)∈Fimpliquel’égalité

(t
a
Q(t),χ)F=(NK/k(z),χ)∈Br(F).

Onendéduit(NK/k(z),χ)=NK/k(z,χK)∈Br(F)parlaformuledeprojec-
tion.Parhypothèse,larestrictionχKdeχàKestnulle.Ainsi

(t
a
Q(t),χ)F=0∈Br(F)

et(t
a
,χ)=a(t,χ)F=−(Q(t),χ)Festclairementnonramifiéauxpointsde

X
c

au-dessusdeO.Soitu=1/t.L’égalitéP(t)=NK/k(z)dansFdonneune
égalitéH(u)=u

s
NK/k(z),avecH∈k[u]satisfaisantH(0)6=0.Procédant

commeci-dessus,onvoitquepourtoutχ∈Ker[H
1
(k,Q/Z)→H

1
(K,Q/Z)],

ettoutR(t)∈k[t],laclassedel’algèbres(R(t),χ)estnonramifiéeauxpoints
decodimension1deX

c
situésau-dessusdupointàl’infini(u=0)deP

1
k.¤
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Proposition2.9SupposonsquelepolynômeP(t),dedegrés,estdelaforme
t
a
Q(t)aveca>0etQ(0)6=0.Soitχ∈H

1
(k,Q/Z)quelconque.Supposons

que(t,χ)F∈Br(F)estnonramifiéauxpointsdeX
c

au-dessusdet=0.
Alors:

a)χ∈Ker[H
1
(k,Q/Z)→H

1
(K,Q/Z)].

b)Pourr=n/(n,a),onarχ=0dansH
1
(k,Q/Z).

DémonstrationPourl’énoncéa),ilsuffitdecomparerlerésidude(t,χ)
enlepointt=0deA

1
ketlerésidude(t,χ)Faupointgénériquedudiviseur

deXdéfinipart=0;eneffetlaclôturealgébriquedekdanslecorpsdes
fonctionsdelak-variétéd’équationNK/k(z)=0estK(pourlespropriétés
bienconnuesdesrésidus,onrenvoieau§1de[CTSD]).Considéronsl’énoncé
b).Soitm=a/(n,a).Effectuonslechangementdebaset=v

r
.Onobtient

l’équationv
nm
Q(v

r
)=NK/k(z).Lechangementdevariablesz′=z/v

m
donne

uneéquivalencebirationnelleentrelavariétéd’équationv
nm
Q(v

r
)=NK/k(z)

etcelled’équationQ(v
r
)=NK/k(z′),changementquirespectelaprojec-

tionsurladroiteaffineSpec(k[v]).L’hypothèseimpliqueque(v
r
,χ)F′,où

F′désignelecorpsdesfonctionsdelanouvellevariété,estnonramifiéau-
dessusdev=0.Maislafibredecettenouvellefibrationau-dessusdupoint
v=0estgéométriquementintègre.Ceciimplique([CTSD],Prop.1.1.1)que
(v
r
,χ)∈Br(k(v))estnonramifiéenv=0,etceciéquivautàlacondition

rχ=0∈H
1
(k,Q/Z).¤

SupposonsqueP(t)s’écritP(t)=α∏m
i=1(t−ei)

ai
,avecai>0,chaque

eidansketei6=ejpouri6=j.Onaalorss=∑m
i=1ai.Lastructurede

Br(k(t)),lefaitquelesfibresdeX→A
1
kau-dessusdespointsdeU0soient

géométriquementintègres,etlaproposition2.9ci-dessusimpliquent([CTSD],
Prop.1.1.1)quetoutélémentverticaldeBr(X)⊂Br(F)est,àaddition
prèsd’unélémentdeBr(k),l’imageréciproqued’unélémentdelaforme
A=∑m

i=1(t−ei,χi),avecchaqueχi∈Ker[H
1
(k,Q/Z)→H

1
(K,Q/Z)],

satisfaisantdeplus(n/(n,ai))χi=0.

Considéronslecasoùtouslesaisontégauxà1,i.e.P(t)=α∏s
i=1(t−ei)

avecei6=ejpouri6=j.Alorsm=s.Danscecas,d’aprèslecorollaire
2.6,toutlegroupedeBrauerdeX,etdoncdeX

c
,estvertical.D’aprèsla

proposition2.8,toutélémentdelaformeA=∑m
i=1(t−ei,χi)∈Br(k(t)),avec

chaquecaractèreχi∈Ker[H
1
(k,Q/Z)→H

1
(K,Q/Z)],définitunélément

AF∈Br(F)=Br(k(X
c
))nonramifiésurl’ouvertdeX

c
imageréciproque

deA
1
k.Au-dessusdupointàl’infiniu=0,lamêmepropositionassureque

sAFestnonramifié.Commeparailleursnχi=0pourtouti,onvoitque
(n,s)AFestnonramifiésurX

c
.Auvoisinagedupointu=0,l’algèbreA
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diffèredel’opposéde(u,∑
iχi)parunealgèbrenonramifiée.SiAFestnon

ramifiée,laproposition2.9implique(n/(n,s)).(∑
iχi)=0.

Notonslecasparticulier:sisetnsontpremiersentreeux,alorsles
élémentsdeBr(X

c
)sontlessommesd’unélémentdeBr(k)etd’éléments

(t−ei,χi)F,avecχi∈Ker[H
1
(k,Q/Z)→H

1
(K,Q/Z)].

Nousavonsdoncétablila:

Proposition2.10SoitP(t)=α∏s
i=1(t−ei)séparableetdéployé.

a)ToutélémentdeBr(X
c
)⊂Br(k(X

c
))s’écritρF+∑s

i=1(t−ei,χi)F
avecρ∈Br(k)etchaqueχi∈Ker[H

1
(k,Q/Z)→H

1
(K,Q/Z)],avec

(n/(n,s)).(∑
iχi)=0.

b)ToutélémentdeBr(k(X
c
))delaformeρF+∑s

i=1(t−ei,χi)Favec
ρ∈Br(k)etchaqueχi∈Ker[H

1
(k,Q/Z)→H

1
(K,Q/Z)]estnon

ramifiéau-dessusdeA
1
ketilestnonramifiésurtoutX

c
sisestpremier

àn=[K:k].

ConsidéronsmaintenantlecasoùP(t)estdelaformeP(t)=αt
a
(t−1)

b
,

avec(a,b)=1.Cettedernièrehypothèseassure(corollaire2.6)queBr(X)
estverticalparrapportàX→A

1
k,etdoncqueBr(X

c
)estverticalpar

rapportàX
c
→P

1
k.Soientcetdtelsquequead−bc=1.D’aprèsla

proposition2.9,toutélément(vertical)deBr(X
c
)provient,àadditionprès

d’unélémentdeBr(k),d’unélémentdelaforme(t,χ)+(t−1,ψ)∈Br(k(t)),
avecχ,ψdansKer[H

1
(k,Q/Z)→H

1
(K,Q/Z)].Lesous-groupedek(t)∗

engendrépartet(t−1)cöıncideaveclesous-groupeengendrépart
a
(t−1)

b
et

t
c
(t−1)

d
.AinsitoutélémentdeBr(X

c
)provient,àadditionprèsd’unélément

deBr(k),d’unélémentdelaforme(t
a
(t−1)

b
,χ)+(t

c
(t−1)

d
,ψ)∈Br(k(t)).

Del’égalitéαt
a
(t−1)

b
=NK/k(z)dansFetdelaformuledeprojection

ondéduitque(t
a
(t−1)

b
,γ)Festdansl’imagedeBr(k)pourtoutγdans

legroupeKer[H
1
(k,Q/Z)→H

1
(K,Q/Z)].AinsitoutélémentdeBr(X

c
)

provient,àadditionprèsd’unélémentdeBr(k),d’unélémentdelaforme
A=(t

c
(t−1)

d
,χ)∈Br(k(t)),avecχ∈Ker[H

1
(k,Q/Z)→H

1
(K,Q/Z)].

SoitA∈Br(k(t))unélémentarbitrairedecetteforme.SoientA=(a,n),
B=(b,n),C=(a+b,n).Ona(A,B)=1,(B,C)=1,(A,C)=1,
cequiimpliquequeletriplet(AB,AC,BC)n’apasdediviseurcommun.
PosonsN=n/ABC∈N.Pourtoutχ∈Ker[H

1
(k,Q/Z)→H

1
(K,Q/Z)],

laproposition2.8assurequeaAFestnonramifiéeau-dessusdet=0,que
bAFestnonramifiéeau-dessusdet=1,etque(a+b)AFestnonramifiée
au-dessusdet=∞.Laproposition2.9montrequesiAFestnonramifiée
au-dessusdet=0,alors(n/A).χ=0;quesiAFestnonramifiéeau-dessus
det=1,alors(n/B).χ=0;enfinquesiAFestnonramifiéeau-dessus
det=∞,alors(n/C).χ=0.SidoncAFestnonramifiéesurX

c
,ona

nécessairementNχ=0.
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SupposonsinversementNχ=0.Onvoitalorsque(N,a)AFestnon
ramifiéeau-dessusdet=0,(N,b)AFestnonramifiéeau-dessusdet=1et
(N,a+b)AFestnonramifiéeau-dessusdet=∞.

Nouspouvonsénoncerla:

Proposition2.11SupposonsP(t)=αt
a
(t−1)

b
,avec(a,b)=1.Soient

c,davecad−bc=1.SupposonsquelequotientNdenparleproduit
(a,n).(b,n).(a+b,n)estpremieràa.b.(a+b).Alorstoutélémentdugroupede
BrauerdeX

c
estdelaformeρF+σF,avecρdansBr(k)etσ=(t

c
(t−1)

d
,χ)

dansBr(k(t)),oùχestuncaractèredansKer[H
1
(k,Z/N)→H

1
(K,Z/N)].

Exemples1)Soita=2,b=3,n=30.AlorsN=1.Danscecas,
Br(X

c
)/Br(k)=0.

2)Soita=1,b=1,nimpair.AlorsN=n,etBr(X
c
)/Br(k)estformé

deséléments(t,χ)Favecχ∈Ker[H
1
(k,Z/n)→H

1
(K,Z/n)].(Pour

unexempleconcret,voir[CTSal],p.541.)

3)Soita=1,b=1,n=2mavecmimpair.AlorsN=metBr(X
c
)/Br(k)

estformédeséléments(t,χ)Favec

χ∈Ker[H
1
(k,Z/m)→H

1
(K,Z/m)].

Oncompareralesdeuxderniersexemplesaveclapropositionsuivante.

Proposition2.12SupposonsP(t)=αt(t−1).

a)Soitχ∈H
1
(k,Q/Z).Supposons(t,χ)Fnonramifiéau-dessusdupoint

t=∞.Alorspourtoutesous-extensionL/kdeK/kavec[K:L]=2,
onaχL=0∈H

1
(L,Q/Z).

b)Sil’extensionK/kestgaloisiennedegroupeG,ettoutcaractèredeG
trivialsurlesélémentsd’ordre2deGesttrivial,alors

Br(X
c
)/Br0(X

c
)=0.

c)Sil’extensionK/kestgaloisiennedegroupeG,etquelegroupeGest
engendréparsesélémentsd’ordre2,alorsBr(X

c
)/Br0(X

c
)=0.

DémonstrationLaL-algèbreK⊗kLsedécomposeenunproduitK×M,
oùMestuneL-algèbreséparable.SurlecorpsL,lavariétéquinousintéresse
estdéfinieparl’équation

αt(t−1)=NK/L(z1).NM/L(w).

Sil’onposet=1/u,puisz2=u.z1,onobtientl’équation

α(1−u)=NK/L(z2).NM/L(w).
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AinsilafibrationX
c
L→P

1
Lestbirationnelle,au-dessusdeP

1
L,àunefibration

dontlafibreenu=0estgéométriquementintègre.L’hypothèseque(t,χ)F
estnonramifiéau-dessusdupointt=∞impliquealorsquelerésidude
(t,χ)L=(1/u,χ)Lenu=0estnul,i.e.χL=0,etétablitlepointa).Ainsiχ
estdansl’intersectiondesnoyauxdesrestrictionsH

1
(k,Q/Z)→H

1
(L,Q/Z)

pourtouteslessous-extensionsK/L/kavec[K:L]=2.SiK/ksatisfait
l’hypothèsedeb),cetteintersectionestnulle.

D’aprèslaproposition2.10,toutélémentdeBr(X
c
)⊂Br(F)s’écrit

commeunesommeρF+(t,χ)F+(t−1,ψ)F,avecχetψdanslenoyau
delarestrictionH

1
(k,Q/Z)→H

1
(K,Q/Z).L’équationαt(t−1)=NK/k(z)

etlaformuledeprojectionmontrentqu’untelélémentpeuts’écriresousla
formeplussimpleρF+(t,χ)Favecχ∈ker[H

1
(k,Q/Z)→H

1
(K,Q/Z)].

L’énoncéb)résultealorsdea).
L’énoncéc)estuneconséquenceimmédiate.¤
Cettepropositions’appliqueparexemplelorsqueK/kestuneextension

multiquadratique,oulorsquelegroupeGestungroupesymétrique.Elle
s’appliqueaussilorsqueGestungroupesimpledifférentdeZ/pavecppremier
impair,maisonn’obtientalorsqu’uncasparticulierducorollaire2.7.

IlsembledifficilededécriredesélémentsnonverticauxdeBr(X
c
).Nous

devonspourl’instantnouscontenterde:

QuestionsSoitK/kuneextensionbiquadratique,i.e.galoisiennedegroupe
deGaloisG=Z/2×Z/2.SoitT=R

1
K/kGm.DelasuiteexactedeG-modules

0→Z→Z[G]→T̂→0,

ondéduitH
2
(H,T̂)'H

3
(H,Z)pourtoutsous-groupeH⊂G,donc

X
2
ω(T̂)=Z/2.

a)SoitP(t)=α∏m
i=1(t−ei)

2
,avecei∈k.OnaalorsX

2
ω(T̂)P=Z/2.

Sousl’hypothèseH
3
(k,k

∗
)=0,satisfaitesikestuncorpsdenombres,

ilexistedesélémentsdeBr(X)quisontnonverticauxparrapportà
X→A

1
k.Cesélémentssemblentdifficilesàexpliciter.Existe-t-ildans

Br(X
c
)desélémentsnonverticauxparrapportàlaflècheX

c
→P

1
k?

b)SupposonsmaintenantquetoutfacteurirréductibleR(t)dupolynôme
P(t)définisseuneextensionk[t]/R(t)contenantl’unedestroissous-

extensionsquadratiquesdeK/k.OnaX
2
ω(T̂)=Z/2.Parcontrepour

toutcorpsLettoutL-toreMdéployéparuneextensionquadratiquede
L,onaX

2
ω(M̂)=0.Enparticulier,avecleshypothèsesci-dessussurP,

onaX
2
ω(T̂⊗ZP)=0carZP=⊕

iZ[Li/k].OnadoncX
2
ω(T̂)P=Z/2.

Ilexistedonc(Prop.2.5)unélémentdeH
1
(k,Pic(X))d’imagenon
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nulledansX
2
ω(T̂)P.Sousl’hypothèseH

3
(k,k

∗
)=0,untelélément

serelèveenunélément(difficileàexpliciter)deBr(X)quiestnon
verticalparrapportàX→A

1
k.Existe-t-iluntelélémentquiprovienne

deBr(X
c
)?Ilestfacilededonnerunexemplelorsquelak-variétéX

estk-birationnelleauproduitd’unespaceprincipalhomogènesousT
etd’unedroite,maisonaimeraitavoirunexemplemoinstrivial.Il
conviendraitparexempled’étudierl’équationα.(t

2
−a)=NK/k(z),avec

K=k(√a,√
b).Peut-ondonnerunexempled’obstructiondeBrauer-

Maninnonverticale(pourX
c
→P

1
k)?

3Descente

SoientkuncorpsdesnombresetAkl’anneaudesadèlesdek.SoitX
unek-variétéetX(Ak)l’espacetopologiquedesadèlesdeX.Parsommedes
invariantslocaux,ondéfinitunaccouplementcontinuàgauche

X(Ak)×Br(X)→Q/Z.

C’estl’accouplementdeManin.Pourtoutsous-ensembleB⊂Br(X)onnote
X(Ak)

B
⊂X(Ak)lefermédeX(Ak)formédesadèlesorthogonalesàBpar

rapportàl’accouplementci-dessus.PourB=Br(X),onécritsimplement
X(Ak)

Br(X)
=X(Ak)

Br
.Commel’observaManin,laloideréciprocitédela

théorieducorpsdeclassesassurequel’inclusiondiagonaleX(k)⊂X(Ak)
sefactoriseparX(k)⊂X(Ak)

Br
⊂X(Ak)

B
.L’adhérencedeX(k)dans

X(Ak)estdonccontenuedansleferméX(Ak)
Br

deX(Ak).Onditquel’ob-
structiondeBrauer–Manin(resp.l’obstructiondeBrauer–Maninattachéeà
B⊂Br(X))estlaseuleobstructionauprincipedeHasseetàl’approxima-
tionfaiblesurXsiX(k)estdensedansX(Ak)

Br
(resp.siX(k)estdense

dansX(Ak)
B

).
Leprincipalrésultatarithmétiquedecetarticleestlesuivant.

Théorème3.1SoientklecorpsQdesrationnelsetK/kuneextensionfinie
decorps.Soientα∈k∗eta,b∈Z.L’obstructiondeBrauer–Maninestla
seuleobstructionauprincipedeHasseetàl’approximationfaiblepourtout
modèlepropreetlissedelavariétédonnéeparl’équation

αt
a
(t−1)

b
=NK/k(z),(4)

oùtestunevariabledansketzunevariabledansK.

DémonstrationSiaoubestnul,l’équation(4)définitunek-variété
k-birationnelleàunespaceprincipalhomogènesousuntore.Danscecas
lerésultatestbienconnu([Sa],Cor.8.13).SoitnledegrédeKsurk.Un
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changementdevariablebirationnelpermetderemplacerlecouple(a,b)par
toutcoupled’entiers(a′,b′)aveca′congruàamodulonetb′congruàbmod-
ulon.Onsupposedésormaisa>0etb>0,etl’onreprendlesnotationset
définitionsdudébutdu§2:ouvertsU⊂Vdelavariétédéfiniepar(4),tore
T=R

1
K/kGm,compactificationlisseéquivarianteT

c
,compactificationlisse

partielleXdeV,compactificationlisseX
c

deX.Ilsuffitdedémontrernotre
énoncépourunmodèledonné,parexemple,pourX

c
.Soit{Mv}∈X

c
(Ak)

Br
.

SoitΣunensemblefinideplacesdek.Onchercheàmontrerl’existenced’un
pointrationnelM∈X

c
(k),quisoitdeplusarbitrairementprochedechaque

Mvpourv∈Σ.

Commeonak[X]∗=k
∗
,quelegroupeabélienPic(X)estlibredetypefini

etqueBr(X)=0,etdoncenparticulierestfini(proposition2.3),lecorollaire
1.2de[CTSk]montrequel’ensembleX(Ak)

Br
estdensedansX

c
(Ak)

Br
.On

peutdoncsupposer{Mv}∈X(Ak)
Br

.

CommeBr(X)estfinietPic(X)estlibredetypefini(doncH
1
(k,Pic(X))

estfini),lequotientBr(X)/Br0(X)estfini,doncquotientd’unsous-groupe
finiBdeBr(X).SoitUl’ouvertdeXd’équationP(t)=NK/k(z)6=0.

OnpeuttrouverunensemblefinideplacesΣ′⊃Σ(contenantlesplaces
archimédiennesdek)telqueX(resp.U)s’étendeenunOΣ′-schémalisse
X(resp.U),etlesélémentsdeBappartiennentàBr(X),oùOΣ′⊂kest
l’anneaudesentiersendehorsdeΣ′.QuitteàagrandirΣ′,onpeutsupposer
que,pourv6∈Σ′,Mv∈X(Ov)etU(Ov)6=∅(ladernièrepropriétérésultedu
théorèmedeLang-WeiletdulemmedeHensel).

Parcontinuitédel’accouplementX(kv)×Br(X)→Q/Z,onpeut,pour
v∈Σ′,trouverunpointM′

vdeU(kv)quiestprochedeMvettelquel’onait
α(Mv)=α(M′

v)pourtoutα∈B.ChoisissonsM′
varbitrairedansU(Ov)pour

v6∈Σ′,alorsα(M′
v)=α(Mv)=0pourtouteplacev6∈Σ′ettoutα∈B,

donc{M′
v}∈X(Ak)

Br
.Finalementonvoitquel’onpeutsupposerMvdans

U(kv)pourtouteplacevdek,quitteàremplacerMvparM′
v.

Lethéorèmeprincipaldelathéoriedeladescente([CTSa3];[CTSk]Prop.
1.3;[Sk]Thm.6.1.2)montrequ’ilexisteuntorseuruniverselT0surX,i.e.
untorseurdetypeid:Pic(X)→Pic(X)etuneadèle{Nv}∈T0(Ak)quise
projettesur{Mv}parlaflèchestructuraleT0→X.

PourletorseuruniverselT0,onak
∗

=k[T0]∗etPic(T0)=0([CTSa3],
Prop.2.1.1),afortioriH

1
(k,Pic(T0))=0.OnadoncBr0(T0)=Br1(T0).(En

utilisant[HaSk],onpeutmontrerlerésultatplusprécisBr0(T0)=Br(T0),
maisonn’apasbesoindeceténoncépourladémonstrationquisuit.)

Aveclesnotationsdudiagrammeprincipaldu§2,onaiciZP=Z
2

et
doncT̂⊗ZP=T̂

2
.LeΓk-homomorphismeT̂

2
→Pic(X)=T̂0sedualiseen

unhomomorphismedek-toresT0→T
2
.SoitT1=T0×

T0
T

2
letorseursurX

sousT
2

obtenuparchangementdegroupe.

Soit{Pv}∈T1(Ak)l’imagede{Nv}∈T0(Ak)vialaprojectionnaturelle
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T0→T1.Parfonctorialitédel’accouplementdeManin,cetteprojectionenvoie
T0(Ak)=T0(Ak)

Br1
(cettedernièreégalitéprovenantdeBr0(T0)=Br1(T0))

dansT1(Ak)
Br1

.
Enrésumé:l’adèle{Pv}∈T1(Ak)estorthogonaleàBr1(T1),pourchaque

v,onaPv∈T1,U(kv),etPvapourimageMvparlaprojectionT1,U→U.
Ladescriptionlocaledestorseurs([CTSa3],Thm.2.3.1p.421;[Sk],Thm.

4.3.1),lesdeuxlignessupérieuresdudiagramme(2)(avecT̂⊗ZP=T̂
2
)jouant

lerôledudiagramme(2.3.2)de[CTSa3](resp.dudiagramme(4.21)de[Sk])
(noterquePic(U)=0)montrequelarestrictionT1,UdeT1au-dessusde
l’ouvertU⊂Xestdonnéeparunsystèmed’équations:

06=αt
a
(t−1)

b
=NK/k(z),06=t=β1NK/k(x),06=t−1=β2NK/k(y),

avecβ1,β2∈k∗convenablesetx,yvariablesdansK.Unchangementde
variablesévidentmontrequeT1,Uestk-isomorpheauproduitdelasous-
variétélisseY⊂A

2n
kdonnéeparl’équation

β1NK/k(x)−β2NK/k(y)=1,NK/k(x)6=0,NK/k(y)6=0

avecx,yvariablesdansK,etdel’espaceprincipalhomogèneEdutoreT
donnéparl’équation

αβ
a
1β

b
2=NK/k(z′),

avecz′variabledansK.
SoitE

c
,resp.Y

c
,unek-compactificationlissedeE,resp.Y.Onpeut

prendreE
c

=E×
T
T
c
.

Lek-morphismeq:T1,U→Einduituneapplicationk-rationnelledela
k-variétélisseT1verslak-variétéprojectiveE

c
.Unetelleapplicationest

automatiquementdéfiniesurunouvertW⊂T1contenanttouslespointsde
codimension1deT1.Soita∈Br(E

c
).L’élémentq∗(a)∈Br(T1,U)appartient

doncàBr(W)⊂Br(T1,U).CommeT1estlissesuruncorpsdecaractéristique
zéro,etqueWcontienttouslespointsdecodimension1deT1,lethéorème
depuretépourlegroupedeBrauer([Gr],Thm.6.1(c)etCor.6.2)assureque
l’inclusionBr(T1)⊂Br(W)estuneégalité.Ilexistedoncb∈Br(T1)telque
bU=q∗(a)∈Br(T1,U).CommeBr(E

c
)=Br1(E

c
)(cetteégalitéprovenant

dufaitqueT,etdoncEestunevariétégéométriquementrationnelle),ona
q∗(a)∈Br1(T1,U),etdoncb∈Br1(T1).

Commel’adèle{Pv}estorthogonaleàBr1(T1),onvoitalorsquel’adèle
{q(Pv)}∈E

c
(Ak)estorthogonaleàBr1(E

c
)=Br(E

c
).Onsait([Sa],Cor.

8.13)quel’obstructiondeBrauer-ManinauprincipedeHasseetàl’approxi-
mationfaibleestlaseulepourE

c
,compactificationlissed’unespaceprincipal

homogènesousunk-tore.OnadoncE
c
(k)6=∅,etilexisteM1∈E(k)arbi-

trairementprochedeq(Pv)pourchaquev∈Σ.
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Parailleurs,sousl’hypothèsequelecorpsdenombreskestlecorps
Qdesrationnels,onsait([HBSk])queleprincipedeHasseetl’approxi-
mationfaiblevalentpourY

c
.OnpeutdonctrouverunpointM2∈Y(k)

arbitrairementprochedesimagesdePv∈T1,U(kv)'Y(kv)×E(kv)par
lapremièreprojection,cecipourchaquev∈Σ.L’applicationcomposée
Y(k)×E(k)'T1,U(k)→U(k)envoiealorslepoint(M2,M1)surunk-point
MdeUprochedechaqueMvpourv∈Σ.¤

Corollaire3.2SoitklecorpsQdesrationnels.Soientα∈k∗eta,b∈N.
SoitVlak-variétédéfiniepar

αt
a
(t−1)

b
=NK/k(z)6=0,

avectvariabledansketzvariabledansK,etsoitp:V→A
1
klemor-

phismedéfinipart.SoitX
c

unek-compactificationlissedeVéquipéed’un
k-morphismep:X

c
→P

1
kétendantp.Soit

Brvert(X
c
)=Br(X

c
)∩p∗(Br(k(P

1
)))⊂Br(k(X)).

a)SiK/kestcyclique,ousiaetbsontpremiersentreeux,l’obstruction
deBrauer-ManinverticaleestlaseulepourX

c
,autrementdit:X

c
(k)

estdensedansX
c
(Ak)

Brvert(Xc)
.

b)Siaetbsontpremiersentreeux,etsiK/knecontientpasdesous-
extensioncyclique,alorsleprincipedeHasseetl’approximationfaible
valentpourX

c
.

Ilsuffitdecombinerlethéorème3.1aveclescorollaires2.6et2.7.Le
corollaire2.6donned’ailleursd’autresexemplesoùl’énoncéa)vaut.

Questionsd’effectivitéCommeonl’amentionnéauparagraphe2,pour
a,betK/karbitraires,onnesaitpascalculerexplicitementlesous-groupe
Br(X

c
)⊂Br(X).Lethéorème3.1n’estdoncpaseffectif.

Sousl’hypothèsequeaetbsontpremiersentreeux(hypothèsede[HBSk]),
lethéorèmeesteffectifdanscertainscas.Ilenestainsilorsqu’onpeutassurer
Br(X

c
)/Br(k)=0,commec’estlecassousl’hypothèseducorollaire3.2b).

Laproposition2.11fournitd’autrescasoùlecalculdeBr(X
c
)estpossible.Les

exemplessuivantcettepropositiondonnent,parapplicationduthéorème3.1:

Corollaire3.3SoitKuncorpsextensionfiniedek=Qdedegré30,et
soitα∈k∗.LeprincipedeHasseetl’approximationfaiblevalentpourtout
modèleprojectifetlissedelavariétédonnéepar

αt
2
(t−1)

3
=NK/k(z).
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Cetexempleestintéressant,carc’estenquelquesortelepremiercasde
couple(a,b)pourlequell’existenced’unpointk-rationnelsurunmodèle
projectifetlissedelavariétédéfinieparαt

a
(t−1)

b
=NK/k(z)n’estpas

automatique.
PourP(t)delaformeαt(t−1),ilexisteunpointk-rationnelsurtout

modèleprojectifetlissedeU([HBSk],§2,Rem.1).Laseulequestionà
considérerestdonccelledel’approximationfaible.

Corollaire3.4SoitKuncorpsextensionfiniedek=Q,dedegrémou
2m,avecmimpair.Soitα∈k∗.SoitUlak-variétédéfinieparleséquations

αt(t−1)=NK/k(z)6=0.

SoitXlegroupefiniKer[H
1
(k,Z/m)→H

1
(K,Z/m)].Pourχ∈X,soit

Aχ=(t,χ)∈Br(k(t)).

a)IlexisteunensemblefiniS0deplacesdektelquepourv/∈S0,toutAχ
s’annulesurU(kv).

b)PourtoutensemblefiniSdeplacesdek,unpoint{Pv}∈∏
v∈SU(kv)

estdansl’adhérencedeU(k)sietseulementsionpeuttrouverdes
pointsPv∈U(kv)pourv∈S0\Stelsquepourtoutχ∈X,onait

∑

v∈S0

Aχ(Pv)=
∑

v∈S0

(tv,χ)v=0,

oùtv=t(Pv)et(tv,χ)∈Br(kv)⊂Q/Z.

Lecasparticulierm=3ducorollaireci-dessusavaitétéétablidans
[CTSal],Thm.6.2.Mêmedanscecas,l’approximationfaiblenevautpas
toujours,commelemontreunexempledeD.Coray([CTSal]p.541).

Lethéorème3.1,laproposition2.12etl’existenceautomatiqued’unpoint
rationnelsurunmodèleprojectiflisse([HBSk],§2,Rem.1)impliquentenfin
le:

Corollaire3.5SoitKuncorpsextensiongaloisiennefiniedek=Q,de
groupeG,etsoitα∈k∗.SitoutcaractèredeGtrivialsurleséléments
d’ordre2deGesttrivial,alorsl’approximationfaiblevautpourtoutmodèle
projectifetlissedelavariétédonnéepar

αt(t−1)=NK/k(z).

L’hypothèsesurGestsatisfaitedanslescassuivants:legroupeGest
simplenoncyclique;legroupeGestengendréparsesélémentsd’ordre2,ce
quiestlecassiGestungroupesymétrique,etaussisiGestunproduitde
groupesd’ordre2.
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lationsofMathematicalMonographs,179,AMS,Providence,RI,
1998

Jean-LouisColliot-Thélène,
C.N.R.S.,U.M.R.8628,
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